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Matematyka

Poziom podstawowy

1. Opis arkusza

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie podstawowym skifadat si¢ z 25 zadan zamknigtych
wyboru wielokrotnego oraz 9 zadan otwartych. Zadania sprawdzaty wiadomosci oraz umiejetnosci
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opisane w pigciu obszarach wymagan ogoélnych podstawy programowej matematyki: wykorzystanie
i tworzenie informacji (pie¢ zadan zamknigtych i jedno zadanie zamknigte), wykorzystanie

i interpretowanie reprezentacji (dwanascie zadan zamknigtych, dwa zadania otwarte), modelowanie

matematyczne (siedem zadan zamknigtych, dwa zadania otwarte), uzycie i tworzenie strategii (jedno
zadanie zamknigte, dwa zadania otwarte) oraz rozumowanie i argumentacja (dwa zadania otwarte).
Za rozwiazanie wszystkich zadan zdajacy mogl otrzymac 50 punktow.

2. Dane dotyczgce populacji zdajacych

Tabela 1. Zdajacy rozwiazujacy zadania w arkuszu standardowym*

Liczba zdajacych 5784
z licedbw ogolnoksztatcacych 3535
z technikow 2249
ze szkot na wsi 136
ze szkot w miastach do 20 tys. mieszkancow 1747
ze szkot w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 1162
Zdajepy rozwiazujacy ze szkot w miastach powyzej 100 tys. mieszkancoéw 2739
zadania w arkuszu
standardowym ze szkot publicznych 5417
ze szkot niepublicznych 367
kobiety 3206
mezezyzni 2578
bez dysleksji rozwojowe;j 5360
z dysleksja rozwojowa 424
* Dane w tabeli dotycza wszystkich tegorocznych absolwentow.
Tabela 2. Zdajacy rozwiazujacy zadania w arkuszach dostosowanych
Zdajacy z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 2
rozwiazujacy zadania | stabowidzacy 7
w arkuszach w wersji [ iewidomi 0
dostosowane; stabostyszacy 12
niestyszacy 0
Ogétem 21
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3. Przebieg egzaminu

Tabela 3. Informacje dotyczace przebiegu egzaminu

Termin egzaminu 7 maja 2018
Czas trwania egzaminu 170 minut
Liczba szkot 141
Liczba zespotéw egzaminatorow 5
Liczba egzaminatorow 128
Liczba obserwatorow’ (§ 8 ust. 1) 6
Li(;zba . ., | Wprzypadku:
uniewaznien art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego 0
pkt 1 rozwigzywania zadan przez zdajacego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez
pkt2 zdajacego w sali egzaminacyjne;j 0
z urzadzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zaklocenia przez zdajacego prawidlowego
pkt 3 przebiegu egzaminu 0

art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1. niesamodzielnego rozwiazywania zadan 0

przez zdajacego

art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepisow

ust. 7 dotyczacych przeprowadzenia egzaminu 0
maturalnego
art. 44zzy | niemoznos$¢ ustalenia wyniku (np. 0
ust. 10 zaginigeie karty odpowiedzi)
Liczba wgladow” (art. 44zzz) 45
Liczba prac, w ktorych nie podjgto rozwigzania zadan 1

! Na podstawie rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 21 grudnia 2016 r. w sprawie szczegétowych warunkéw
1 sposobu przeprowadzania egzaminu gimnazjalnego i egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2016 r., poz. 2223).

Na podstawie ustawy z dnia 7 wrze$nia 1991 r. o systemie o$wiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2017, poz. 2198, ze zm.).
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Wykres 1. Rozklad wynikow zdajacych
Tabela 4. Wyniki zdajacych — parametry statystyczne*
Zdai Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia ?dflhyl;nie Odsetek
ajacy zdajacych (%) (%) (%) (%) %) | sm (f;'/z)“we sukeesow**
ogolem 5805 0 100 52 48 54,00 25,10 82
w tym:
z liceow
ogblnoksztatcacych 3535 0 100 58 100 58,45 25,98 85
z technikow 2249 0 100 46 36 47,02 21,90 77
bez dysleksji 5360 0 100 52 48 | 53,94 | 25,19 82
rozwojowej
z dysleksja 424 6 100 52 315479 | 23,90 85
rOZWOjowa, 62(2)

* Parametry statystyczne podane zostaty dla grup liczacych 30 lub wigcej zdajacych.
** Dane dotycza tegorocznych absolwentow, ktorzy przystapili do wszystkich egzaminéw obowiazkowych.




Poziom wykonania zadan

Tabela 5. Poziom wykonania zadan

Sprawozdanie z egzaminu maturalnego 2018

Numer Poziom
zadania . . . . wykonania
W Wymaganie ogolne Wymaganie szczegolowe yadania
arkuszu (%)
1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykorzystuje definicjg
| II. Wykorzystanie logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm 7
' 1 interpretowanie reprezentacji. | iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi
o wyktadniku naturalnym (1.6).
1. Wykorzystanie 1'. Llczby rzeczywiste. Zdajqcy posluguje .
2. i interoretowanie reprezentacii. | S1€ W obliczeniach pierwiastkami dowolnego stopnia 66
P p S stosuje prawa dziatan na pierwiastkach (1.3).
L. Wykorzystanic 1. Liczby rzeczywiste. Zdajqcy obllqza potegi ,
3. { interpretowanie reprezentacii. | © wyktadnikach wymiernych i stosuje prawa dzialan na 73
P p gt potegach o wyktadnikach wymiernych (1.4).
4 III. Modelowanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykonuje obliczenia 87
' matematyczne. procentowe, oblicza podatki, zysk z lokat (1.9).
1. Wykorzystanie 3: Rf)wnam.a 1 nierownosci. Zd.ajqc.y rozwiazuje
5. - . .. | nierdbwnos$ci pierwszego stopnia z jedng niewiadoma 67
i interpretowanie reprezentacji. (3.3)
4. Funkcje. Zdajacy interpretuje wspotczynniki
6 I. Wykorzystanie i tworzenie wystgpujace we wzorze funkcji kwadratowej w postaci 30
) informacji. kanonicznej, w postaci ogolnej i w postaci iloczynowej
(o ile istnieje) (4.10).
I. Wykorzystanic i tworzenic 3: Rowpama 1 nierownosci. Zdajacy rorzwmrzugelproste
7. informacii réwnania wymierne, prowadzace do rownan liniowych 45
J lub kwadratowych (3.8).
I. Wykorzystanie i tworzenie 4. Funkcje. Zdajacy interpretuje wspotczynniki
8. . . : AR 74
informacji. wystepujace we wzorze funkcji liniowej (4.7).
II. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajacy szkicuje wykres funkcji
9. .. . .. . . . 78
i interpretowanie reprezentacji. | kwadratowe;j, korzystajac z jej wzoru (4.8).
10 I. Wykorzystanie i tworzenie 4. Funkcje. Zdajacy wyznacza wzor funkcji liniowej na 63
" | informacji podstawie informacji o funkcji lub o jej wykresie (4.6).
III. Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy bada, czy dany ciag jest arytmetyczny
1. 68
matematyczne. lub geometryczny (5.2).
III. Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume
12. L 86
matematyczne. n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (5.3).
13 III. Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume 62
" | matematyczne. n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego (5.4).
. 6. Trygonometria. Zdajacy korzysta z przyblizonych
14. II. Wykorzystanie warto$ci funkcji trygonometrycznych — odczytanych 70

i interpretowanie reprezentacji.

z tablic (6.2).
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I. Wykorzystanie i tworzenie

7. Planimetria. Zdajacy rozpoznaje trojkaty podobne

5. informacji. i wykorzystuje cechy podobienstwa trojkatéw (7.3). 60
IV. Uzycie i tworzenie 7. Planimetria. Zdajacy stosuje zalezno$ci mi¢dzy katem
16. 7. . . . 75
strategii. srodkowym 1 katem wpisanym (7.1).
1. Modelowanic 7. Planimetria. Zdajacy korzysta z Wlasngsm funkcji
17. trygonometrycznych w tatwych obliczeniach 71
matematyczne.
geometrycznych (7.4).
18 II. Wykorzystanie 8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy 60
" | iinterpretowanie reprezentacji. | wyznacza wspotrzedne $rodka odcinka (8.5).
1. Wykorzystanic 8. Geolmetrla na I?I’a.szczyznle kar,t’eZJanskle_]. Zdajacy
19. i interpretowanie reprezentacii bada réwnolegtos¢ i prostopadtos¢ prostych na 81
P p gt podstawie ich réwnan kierunkowych (8.2).
9. Stereometria. Zdajacy rozpoznaje w graniastostupach
II. Wykorzystanie i ostrostupach katy migdzy odcinkami (np. krawedziami,
20. L . . SO o . . 47
1 interpretowanie reprezentacji. | krawegdziami i przekatnymi, itp.), oblicza miary tych
katow (9.1).
9. Stereometria. Zdajacy rozpoznaje w graniastostupach
71 II. Wykorzystanie i ostrostupach kat migdzy odcinkami i ptaszczyznami 64
) i interpretowanie reprezentacji. | (migdzy krawgdziami i §cianami, przekatnymi
i Scianami), oblicza miary tych katow (9.2).
II. Wykorzystanie G11. Bryly. Zdajacy oblicza pole powierzchni i objgtosé
22. L . .. 4 . 59
1 interpretowanie reprezentacji. | walca, stozka, kuli (G11.2).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy oblicza
23 II. Wykorzystanie $rednia wazong i odchylenie standardowe zestawu 30
* | 1interpretowanie reprezentacji. | danych (takze w przypadku danych odpowiednio
pogrupowanych), interpretuje te parametry dla danych
empirycznych (10.1).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
1. Modelowanic prqwdopodoblenstwa i korpbmatoryka. Zdajacy zlicza
24. obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, 40
matematyczne. . . R . .
niewymagajacych uzycia wzorow kombinatorycznych,
stosuje regul¢ mnozenia i regut¢ dodawania (10.2).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
III. Modelowanie prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy oblicza
25. e . . 90
matematyczne. prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujac
klasyczna definicj¢ prawdopodobienstwa (10.3).
II. Wykorzystanie 3. Réwnania i nieréwnosci. Zdajacy rozwiazuje
26. .. . .. L, . . 7 73
1 interpretowanie reprezentacji. | nieréwnosci kwadratowe z jedna niewiadoma (3.5).
I. Wykorzystanic i tworzenie 3 Roéwnania 1 nierownoscei. .Zdazjqcy l’<0rzysta z wlasnosci
27. | . .. iloczynu przy rozwiazywaniu rownan typu x(x + 1)(x — 60
informacji. _
7)=0(@3.7).
2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy uzywa wzorow
V. Rozumowanie
28. . taci . ( i ) 2 b2 19
largumentacja. skroconego mnozenia na oraz @ —0 (2.1).
29 V. Rozumowanie 7. Planimetria. Zdajacy korzysta z wtasnosci stycznej do 17

1 argumentacja.

okregu i wlasnosci okregow stycznych (7.2).
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II. Wykorzystanie

4. Funkcje. Zdajacy szkicuje wykresy funkcji
wyktadniczych dla réznych podstaw (4.14). Zdajacy na
podstawie wykresu funkcji y = f{x) szkicuje wykresy

30. i interpretowanie reprezentacji. | funkcji y = fix + a), y = f(x) + @, y = —f(x), y = f(—x) 43
(4.4).3. Réwnania i nier6wnosci. Zdajacy rozwiazuje
rownania kwadratowe z jedna niewiadoma (3.4).
III. Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume
31. A 62
matematyczne. n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (5.3).
8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy
wyznacza roéwnanie prostej przechodzacej przez dwa
IV. Usycie i tworzenie da?e punkty (8.1). Zdajacy wyznacza réwnanie prostej,
32. strategii ktora jest rownolegta lub prostopadta do prostej danej 27
gt w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany punkt
(8.3). Zdajacy oblicza wspdtrzedne punktu przecigcia
dwoch prostych (8.4).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
II1. Modelowanie prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy oblicza
33. e . . 55
matematyczne. prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujac
klasyczna definicj¢ prawdopodobienstwa (10.3).
G11. Bryly. Zdajacy oblicza pole powierzchni i objgtosé
IV. Uzycie 1 tworzenie | graniastostupa prostego (G11.2).
34. .. ; R e : - 32
strategii. 3. Rownania i nierownoS$ci. Zdajacy rozwiazuje
rownania kwadratowe z jedna niewiadoma (3.4).
80

Poziom opanowania (%)
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Poziom rozszerzony

1. Opis arkusza

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie rozszerzonym zawieral 4 zadania zamknigte
wyboru wielokrotnego, 11 zadan otwartych, w tym 7 zadan krotkiej i 4 zadania rozszerzonej
odpowiedzi. Zadania sprawdzaly wiadomosci oraz umiejgtnosci opisane w pigciu obszarach wymagan
ogolnych podstawy programowej matematyki: wykorzystanie i tworzenie informacji (jedno zadanie
zamknigte), wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (trzy zadania zamknigte i dwa zadania
otwarte krotkiej odpowiedzi), modelowanie matematyczne (jedno zadanie otwarte krotkiej
odpowiedzi itrzy zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi), uzycie i tworzenie strategii (dwa
zadania otwarte krotkiej odpowiedzi i jedno zadanie otwarte rozszerzonej odpowiedzi) oraz
rozumowanie iargumentacja (dwa zadania otwarte krotkiej odpowiedzi). Za rozwiazanie
wszystkich zadan zdajacy mogl otrzymaé 50 punktow.

2. Dane dotyczgce populacji zdajacych

Tabela 6. Zdajacy rozwiazujacy zadania w arkuszu standardowym*

Liczba zdajacych 1362

z licedw ogolnoksztatcacych 831

z technikow 531

ze szkot na wsi 15

. o ze szkot w miastach do 20 tys. mieszkancow 305

Zdajacy rozwiazujacy | ;e g7kt w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkafcow 270
zadania w arkuszu - ; . - .

standardowym ze szkot w miastach powyzej 100 tys. mieszkancoéw 772

ze szkot publicznych 1312

ze szkot niepublicznych 50

kobiety 498

mezezyzni 864

* Dane w tabeli dotycza wszystkich tegorocznych absolwentow.

Tabela 7. Zdajacy rozwiazujacy zadania w arkuszach dostosowanych

Zdajacy z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera
rozwiazujacy zadania stabowidzacy

w arkuszach w wersji
dostosowanej

niewidomi

stabostyszacy

niestyszacy

QO D|W|—

Ogolem
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3. Przebieg egzaminu

Tabela 8. Informacje dotyczace przebiegu egzaminu

Termin egzaminu 9 maja 2018
Czas trwania egzaminu 180 minut
Liczba szkot 94
Liczba zespotéw egzaminatorow 2
Liczba egzaminatorow 33
Liczba obserwatorow” (§ 8 ust. 1) 0
Li(;zba . ., | Wprzypadku:
uniewaznien art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego 0
pkt 1 rozwiazywania zadan przez zdajacego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez
pkt2 zdajacego w sali egzaminacyjne;j 0
z urzadzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zaklocenia przez zdajacego prawidlowego
pkt 3 przebiegu egzaminu 0
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1. niesamodzielnego rozwiazywania zadan 0
przez zdajacego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepisow
ust. 7 dotyczacych przeprowadzenia egzaminu 0
maturalnego
art. 44zzy | niemoznos$¢ ustalenia wyniku (np. 0
ust. 10 zaginigeie karty odpowiedzi)
Liczba wgladow” (art. 44zzz) 16
Liczba prac, w ktorych nie podjgto rozwigzania zadan 0

! Na podstawie rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 21 grudnia 2016 r. w sprawie szczegétowych warunkow
1 sposobu przeprowadzania egzaminu gimnazjalnego i egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2016 r., poz. 2223).

Na podstawie ustawy z dnia 7 wrze$nia 1991 r. o systemie oswiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2017, poz. 2198, ze zm.).
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Wiyniki zdajacych
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Wykres 3. Rozktad wynikéw zdajacych

Tabela 9. Wyniki zdajacych — parametry statystyczne*

Zdaiac Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia sg(lllill;};‘lggvi:e
1y zdajacych | (%) (%) (%) (%) (%) %)
ogoélem 1368 0 90 20 4 25,14 19,84
w tym:
z liceow
ogélnoksztatcacych 3535 0 90 30 26 33,28 19,74
z technikow 2249 0 68 10 4 12,51 11,75

* Dane dotycza tegorocznych absolwentow, ktorzy przystapili do wszystkich egzaminow obowigzkowych.
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Poziom wykonania zadan

Tabela 10. Poziom wykonania zadan

Numer Poziom
zadania . . . . wykonania
W Wymaganie ogolne Wymaganie szczegolowe sadania
arkuszu (%)
II. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy oblicza potegi o wyktadnikach
1. i interpretowanie wymiernych i stosuje prawa dziatan na potggach o 71
reprezentacji. wyktadnikach wymiernych (1.4).
1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykorzystuje pojecie wartosci
I. Wykorzystanie bezwzglednej i jej interpretacjg geometryczng (R1.1).
2. i tworzenie ALBO 55
informacji. 3. Réwnania i nieréwnosci. Zdajacy rozwiazuje rownania
i nier6wnosci z wartoscia bezwzgledna (R3.9).
II. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy stosuje w obliczeniach wzor
3. 1 interpretowanie na logarytm potggi oraz wzor na zamiang podstawy logarytmu 74
reprezentacji. (R1.2).
II. Wykorzystanie 11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy oblicza granice funkcji
4. 1 interpretowanie (i granice jednostronne), korzystajac z twierdzen o dziataniach 38
reprezentacji. na granicach i z wlasnosci funkcji ciagtych (R11.1).
11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy oblicza granice funkcji
II. Wykorzystanie (i granice jednostronne), korzystajac z twierdzen o dziataniach
5. i interpretowanie na granicach i z wlasnosci funkcji ciagtych (R11.1). 14
reprezentacji. 4. Funkcje. Zdajacy odczytuje z wykresu wtasnosci funkcji
(dziedzing, zbidr wartosci) (4.2).
H.' Wykorzystar}le 11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy korzysta z geometrycznej
6. 1 Interpretowanie . .. .. : 37
" i fizycznej interpretacji pochodnej (R11.3).
reprezentacjl.
V. Rozumowanic 7. Planimetria. Zdajqcy stosuje twierdzenia chgrakteryzujqce
7. . : czworokaty wpisane w okrag i czworokaty opisane na okrggu 17
1 argumentacja.
(R7.1).
2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy rozklada wielomian na
) czynniki, stosujac wzory skréconego mnozenia lub wytaczajac
8 V. Rozumowanie wspolny czynnik przed nawias (R2.3). 3
’ 1 argumentacja. . . . . .
SP2. Dzialania na liczbach naturalnych. Zdajacy rozpoznaje
liczby naturalne podzielne przez 2, 3 (SP2.3).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy wykorzystuje
1. Modelowanic wzory na 1lc;bQ .permu.tacp,. komlbln%cp, warlacji i warlacji
9. matematyczne z powtorzeniami do zliczania obiektow w bardziej ztozonych 21
Y ' sytuacjach kombinatorycznych (R10.1). Zdajacy oblicza
prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujac
klasyczna definicj¢ prawdopodobienstwa (10.3).
9. Stereometria. Zdajacy rozpoznaje w walcach i w stozkach
o kat migdzy odcinkami oraz kat migdzy odcinkami
10. IV. Uzycie i ptaszczyznami (9.3). 46

i tworzenie strategii.

3. Réwnania i nieréwnosci. Zdajacy rozwiazuje rownania
kwadratowe z jedna niewiadoma (3.4).
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6. Trygonometria. Zdajacy stosuje wzory na sinus i cosinus
11 IV. Uzycie sumy i réznicy katéw, sumge i réznicg sinusOw i cosinusow 17
) i tworzenie strategii. | katow (R6.5). Zdajacy rozwiazuje rownania i nierownosci
trygonometryczne (R6.6).
III. Modelowanie 3. Rownania i nierownos$ci. Zdajacy stosuje wzory Viéte’a
12. 32
matematyczne. (R3.1).
III. Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume
13. . 49
matematyczne. n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego (5.4).
8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy
postuguje si¢ rownaniem okregu (x — a)* + (v — b)* = oraz
opisuje kota za pomoca nierownosci, wyznacza wspotrzedne
e srodka odcinka, wyznacza réwnanie prostej, ktora jest
IV. Uzycie i . . 5 .
14. tworzenie sirategii rownolegta lub prostopadta do prostej danej w postaci 5
gl kierunkowej 1 przechodzi przez dany punkt, oblicza
wspotrzedne punktu przecigeia dwoch prostych, wyznacza
punkty wspoélne prostej i okregu oraz oblicza odlegto$¢ punktu
od prostej (R8.5, 8.5, 8.3, 8.4, R8.6, R8.4).
7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwiazki miarowe w figurach
) ptaskich z zastosowaniem twierdzenia sinuséw i twierdzenia
15 III. Modelowanie cosinuséw. (R7.5). 11
’ matematyczne. . . .
11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy stosuje pochodne do
rozwiazywania zagadnien optymalizacyjnych (R11.6).
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Komentarz

1. Analiza jakoSciowa zadan

NAJLEPIE] OPANOWANE UMIEJETNOSCI

Poziom podstawowy egzaminu
Poziom wykonania zadan z matury na poziomie podstawowym zawarty w Tabeli 5.
na stronach 6.—8. pozwala stwierdzi¢, ze maturzys$ci najlepiej opanowali umiejgtnosci:
e stosowania w typowej sytuacji klasycznej definicji prawdopodobienstwa do obliczania
prawdopodobienstwa zdarzen;
wykonywania obliczen procentowych;
stosowania wzoru na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego;
badania rownoleglosci prostych na podstawie ich rownan kierunkowych;
badania wtasnosci funkcji kwadratowych.

[ ]
[ ]
Najtatwiejszym zadaniem w arkuszu (poziom wykonania — 90%) okazato si¢ zadanie 25.,

badajace umiej¢tnos¢ obliczenia prawdopodobienstwa zdarzenia z wykorzystaniem
klasycznej definicji prawdopodobiefistwa w nieskomplikowanej sytuacji.

Zdajacy w zdecydowanej wigkszos$ci nie mieli problemu z ustaleniem wszystkich mozliwych
zdarzen elementarnych w do§wiadczeniu, jak 1 z wyznaczeniem liczby zdarzen elementarnych
sprzyjajacych rozwazanemu rezultatowi.

Niewiele nizszy wynik maturzys$ci osiagngli w zadaniu 4. (poziom wykonania — 87%), w
ktérym nalezalo obliczy¢ ceng roweru przed obnizka przy wskazanej procentowej wielkosci
tej obnizki oraz cenie po obnizce.

Zastosowanie obliczen procentowych na poziomie elementarnym nie sprawilo trudnosci duze;j
czesci absolwentow szkot konczacych sie matura.

Podobnie wysoki poziom wykonania zadania (86%) odnotowano w zadaniu 12., w ktorym
maturzysci obliczali piaty wyraz ciagu arytmetycznego, gdy podano sumg czwartego, piatego
1 szOstego wyrazu tego ciagu.

Wigkszo$¢ zdajacych poprawnie stosowata wzoér na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego lub
podstawowa wlasno$¢ ciagu arytmetycznego, ktora zreszta jest ukryta w nazwie ciagu (dla
kazdych trzech wyrazéw ciagu arytmetycznego wyraz $rodkowy jest $rednia arytmetyczna
obu sasiednich wyrazow).

Z kolei zadanie 19. badalo umieje¢tnos¢ dobrania wartosci wspdlczynnika m, wystepujacego
w rownaniach dwoch prostych, tak aby dwie proste okreslone réwnaniami kierunkowymi
byly prostymi réwnoleglymi. Nalezalo w tym celu rozwiaza¢ réwnanie liniowe z jedna
niewiadoma. 81% maturzystow rozwiazato to zadanie bezbtednie, wykazujac si¢ znajomoscia
warunku réwnoleglosci prostych.

Nietrudno zauwazy¢, Ze maturzySci na poziomie podstawowym najlepiej opanowali
umiejgtnosci stosowania pojgé oraz stosowania elementarnych wiasnosci tych poje¢ w
sytuacjach typowych. Zauwazmy, ze wymienione wyzej zadania, ktore zostaly bezblednie
rozwigzane przez 80% 1 wigce] zdajacych, sa zadaniami jedno lub dwuczynno$ciowymi.
Zadania te nie maja szerszego kontekstu, ich rozwiazanie nie wymaga wykonania
dodatkowych czynno$ci, 1 — co moze najwazniejszeé — umiej¢tnosci sprawdzane tymi
zadaniami zostaty precyzyjnie opisane i dotyczyty typowych sytuacji. Do rozwiazania zadan
wystarczylo zna¢ podstawowe pojgcia matematyczne i najwazniejsze wlasnosci rozwazanych
obiektow, zrozumie¢ nieskomplikowany tekst matematyczny, zastosowaé wlasciwy algorytm
1 wykona¢ elementarne rachunki.
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Poziom rozszerzony egzaminu

Sposrod zadan wystepujacych w zestawie egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie
rozszerzonym dla tegorocznych maturzystow najlatwiejszymi byly te, przy rozwiazywaniu
ktorych nalezalo wykorzysta¢ popularne wzory lub zastosowaé konkretne twierdzenia
w typowych kontekstach.

Najtatwiejsze dla zdajacych byly zadania zamknigte, np. zadanie 3. (poziom wykonania
zadania 74%). Zadanie to wymagato zastosowania wzoru na logarytm potggi oraz na zamiang
podstawy logarytmu. Korzystanie z wlasnosci logarytmoéw nie przysparza trudnosci
zdecydowanej wigkszosci zdajacych.

Z kolei zadanie 1., przy rozwiazaniu ktérego nalezalo wykaza¢ si¢ umiejgtnosciami
wykorzystania praw dzialan na potggach o wykladnikach wymiernych rozwiazato 71%
zdajacych.

Rezultaty osiagnigte przez zdajacych w dwoch powyzszych zadaniach wskazuja na to, ze
wigkszo$¢ zdajacych opanowala umiejgtnosci wykonywania obliczen na potggach
o wyktadnikach wymiernych oraz wykorzystania praw dziatan na logarytmach w zakresie
okreslonym w podstawie programowe;.

UMIEJETNOSCI SPRAWIAJACE NAJWIEKSZE TRUDNOSCI

Kolejny raz na poziomie podstawowym dalo si¢ zaobserwowaé, ze najwigksze trudnosci
sprawiaja maturzystom rozwigzania zadan polegajacych na udowodnieniu twierdzenia.
W maju 2018 roku trudne dla maturzystow okazaly si¢ zadania 28. i 29.

W zadaniu 28. zdajacy osiagngli poziom wykonania 19%, w zadaniu 29. za§ — 17%. Do
niskich wynikéw przyczynilty si¢ w sposob bardzo istotny opuszczenia obu zadan. Czg$¢
maturzystOw na polecenie ,,wykaz, ze” zareagowata niepodjgciem jakiejkolwiek proby zapisu
rozwiazania. Oba te zadania byly dla zdajacych trudne, poniewaz wymagaty przeprowadzenia
1 zapisania rozumowania.

Nalezy podkres$li¢, ze na poziomie podstawowym niskim poziomem wykonania (27%)
charakteryzuje si¢ takze zadanie 32., w ktorym maturzysci mieli okazje zaprezentowac
umiejgtnos¢ zastosowania strategii wynikajacej wprost z tresci zadania.

W odroznieniu jednak od dwoch zadan na dowodzenie, to nie opuszczenia zadania stanowity
wazng przyczyng niskiego wyniku. W tym przypadku rozwiazania maturzystow ujawniaty
brak cato$ciowej koncepcji rozwiazania zadania lub tez bledy w interpretacji tresci tego
zadania.

Przeanalizujmy zatem bledy, jakie wystapity w trzech najtrudniejszych zadaniach
z tegorocznego egzaminu maturalnego na poziomie podstawowym. Najtrudniejsze z nich to
zadanie 29., ktére wymagalo od maturzysty uzasadnienia nierdwnosci dla promienia okrggu
stycznego do ramion kata prostego oraz stycznego zewngtrznie do drugiego okregu.

Aby uzasadni¢, ze promien mniejszego z rozwazanych okrggdéw (o srodku w punkcie B) jest
mniejszy od J2 -1, mozna bylo obliczy¢ dlugo$¢ odcinka taczacego wierzchotek kata
prostego z punktem styczno$ci obu okrggdw, a nastgpnie zauwazyé, ze Srednica okregu
o $rodku B jest krotsza od tego odcinka.

Inny sposob polegat na uloZeniu rownania z jedna niewiadoma, ktora byt promien okrggu o
srodku w punkcie B, rozwiazaniu tego rdwnania i uzasadnieniu, Ze obliczony promien spetnia
podana niero6wnos¢.
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Ponizej zamieszczamy dwa poprawne rozwiazania tego zadania, wykorzystujace oba
omoéwione sposoby (przyktad 1. i przykiad 2.).

Przyktad 1.

Uizosusinij, ke promien okrggu o Srodke 8 jest mnigjsey od 2 -1,

Tero - "y < {2-4
Towad :
[pcl = LR { poehgtne  keadwhs © boiks 3 )
lncl > Tt Lorg (z zakozed)
I > 2+ lop “f.-,g

}
F! A4 L

< fR-A
™

Przyktad 2.

rpdlolonee:

|Aw=a,

Liznsadnij, #¢ promied okrggy o srodku 2 jest muicjszy od 42 — 1.
beages [BPIETL-A = IBP) ~{L4d <0

dewdd
CA- pugigbn Wigeaete & bolee & pomisd sletege claeg.}
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Wielu maturzystow nie podjelo nawet proby rozwiazania tego zadania. Czg¢$¢ zdajacych,
ktérzy podjeli rozwiazanie, popehila btad polegajacy na przyjeciu zalozenia, ze odcinek
taczacy wierzcholek kata prostego z punktem stycznosci obu okregdw jest Srednica
mniejszego okregu.

Ponizej przedstawiamy przyktad takiego niepoprawnego rozwiazania, w ktorym zdajacy,
oprécz wspomnianego bledu z przyjeciem niewlasciwej dlugosci odcinka taczacego
wierzcholek kata prostego z punktem styczno$ci obu okrggoéw, popehit jeszcze biad
rachunkowy przy odejmowaniu liczby wymiernej od niewymiernej (przyktad 3.).

Przyktad 3.

e 0%
Lzasadnij, #c promich okregu o srodky & jest mnigjsey od JI-1.

romponis & = 4
AX = Rrda =L+ In
"‘E'U. 4 ) Jela g II\" +-.’l.| 1 :l
Piopproa heri 2"!,, AR
2 +

kil
AX = B 4213
AX= 2427 10D
La= A2
7
e Al
i.
'
n- =— < [V A
i "
{]'I.l:'l

Czes$¢ zdajacych przyjeta niepoprawna metode uzasadnienia, ktora zawiera bezrefleksyjne
stosowanie przyblizen dziesigtnych i w efekcie nie pozwala na poprawne rozumowanie. Z
taka sytuacja mamy do czynienia w przyktadzie 4.

Przyktad 4.

Uzasadnij, sc promici okrggu o srodku & jest mniejszy od NIl

loal=2G, jonvuns AOH i postoumy :c':urmr.ﬁ_u‘ﬂnﬁ.jt
jock= o
BBl= 1z | ot ABEB jor postelping FOad iy
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[ Ao |'J | % 80| =
AAT | gokc|= |y oBel= %
are E SHd G'ij“"‘;\f”“ff.if (k)
Adocq ~ALED
[E'.,':ru.jﬂﬂl'l]i . :fc-ﬁ{lob‘?l}mj':' J“fu"l Ej\qfttﬁ_ 'qqllﬁ“ﬁmj
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Zdajacy zapisal 1 rozwiazal poprawnie rownanie z jedna niewiadoma i otrzymat promien
mniejszego okregu
2

=3+2\/§'

Nastgpnie przyblizyt z niedomiarem zaréwno liczbg J2-1 , Zapisujac, ze J2-1~0,41, jak
2 2
342427 +242

przyblizen pozwala wnioskowa¢ o prawdziwosci nierownosci. Natomiast wybranie drugiego
z tych przyblizen prowadzi do nier(')wnos'ci

0,34<—=— <0,41<2 -1

+\/_

Ta nieréwno$¢ nie dostarcza argumentu do uzasadnienia tezy.
Zdajacy powinien przyja¢ inng taktyke przy stosowaniu przyblizen. Po pierwsze, nalezalo

2
3+2x/§

réwniez liczbg zapisujac, ze ~0,34. Jasne jest, ze pierwsze z tych

wzia¢ przyblizenie liczby z nadmiarem, na przyklad 0,35. Wtedy nier6wnos¢

przyjetaby postaé
<0,35<0,41<2 -1,

2
3+2\/§

a z takiej nierbwnosci teza twierdzenia bytaby oczywistym wnioskiem.
Po drugie, zdajacy mogt rozwiaza¢ nieco inaczej rOwnanie

2V2-2=r(2+1)
1 w ten sposob mogt unikna¢ klopotéw zwiazanych z przyblizeniami. Wystarczylo tylko

pomnozy¢ obie strony tego rownania przez dodatnig liczbe J2-1.
Otrzymujemy wtedy rOwnanie

2(\/5—1)2 =r, czyli rownanie 2(3 —2x/§) =

Do zakonczenia dowodu wystarczy pokaza¢ woéwczas, ze

6—42 <21, czyli, e 7<52.

Ostatnia nierd6wno$¢ jest prawdziwa, gdyz jest rtOwnowazna oczywistej nierownosci 49 < 50.
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Chcemy zaznaczy¢, ze w schemacie oceniania rozwiazan tego zadania, opublikowanym
na witrynie internetowej Centralnej Komisji Egzaminacyjnej, zamieszczono II sposob
rozwiazania tego zadania (strony 10. i 11. zasad oceniania) oraz uwagg nr 1 do tego schematu
punktowania zadania, ktére powinny dodatkowo uzmystowi¢ koniecznos$¢ rzetelnej analizy
postgpowania w przypadku stosowania przyblizen dziesigtnych do szacowania wartos$ci
wyrazen.

Podkresli¢ nalezy, ze w zadaniach, w ktérych nalezy przeprowadzi¢ uzasadnienie tezy,
maksymalng liczb¢ punktow mozna otrzymaé tylko za rozwiazanie, zawierajace peine
uzasadnienie. Oznacza to w szczegdlnosci, ze w zadaniu 29. dwa punkty za rozwiazanie byty
przyznawane jedynie zdajacym, ktorzy przedstawili w pelni poprawne rozumowanie
wykazywanej prawidtowosci.

Czgs¢ zdajacych przedstawita niepelne rozwiazanie zadania, najcz$ciej przerywajac
rozumowanie na etapie przeksztalcania nierdéwno$ci. Takie rozwiazanie nie pozwalalo
na przyznanie zdajacym maksymalnej liczby punktow. W szczegdlnosci do uznania
uzasadnienia za w pelni poprawne nie wystarczylo obliczenie promienia mniejszego okrggu
1 zapisanie nierdwnosci

6-4y2 <21,

jak zrobil to zdajacy w ponizszym przyktadzie 5.

Przyktad 5.

]

Lznsudni], ze promieh oirggue o ssadku 8 jest mnigjsey od \,E -1.
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Za takie rozwigzanie mozna byto otrzymac tylko 1 punkt.
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Zadanie 28. bylo kolejnym, ktére sprawito tegorocznym maturzystom najwigcej klopotow.
Poziom wykonania tego zadania (19%) byl tylko o dwa punkty procentowe wyzszy niz
w przypadku omoéwionego powyzej zadania 29. MaturzySci zmierzyli si¢ w tym zadaniu

_y , . a+b 2 . o . .,
z dowodem nieréwnosci > 5 ktorej prawdziwos$¢ nalezato uzasadni¢ dla dowolnych
a+

2ab
liczb dodatnich a, b.
Najczgséciej stosowanym sposobem dowodzenia bylo réwnowazne przeksztalcanie tezy
twierdzenia, mimo ze wielu maturzystow tego w swoich rozwiazaniach nie zapisywalo.
Ponizej (przyklad 6.) poprawne rozwiazanie zdajacego, ktory swoje uzasadnienie formutuje
nadzwyczaj $wiadomie.

Przyktad 6.

Zolaie v e b O
Terw @ 4 4 4L 5 2
20 2k 7 aib
Dowod: Tmgksataloom  chwhowoinie  teds :

4 L/ I:.m::,z,hﬁr bo o, 8?0 , wi ﬂwb}glj
Zo. oth TV e o ominie

wh 4 0h oY Zob

1'?«+ 2k ? mtk

AT
-.l’\

A

Tank /[
hia o 22t

ab [, lf-:a.u.w\' ( wozne, b0 b 70 wee ath 7o)
ot i '
I

Kiwmcd vk oy mecyuide)  jeat  scwsce ]
niele ey o Limbo n,l'auf'lc . pod wtlo ho.  prigy

. . i Ao &k higgye mpn
Lieabe  dlod k' ot W Ly wyd Py,

s

Analizujac rozwiazania bledne, zaprezentowane przez maturzystow, mozna bylo dostrzec
takie, w ktorych btad powstawal juz na etapie dodawania utamkow (jak w przykladzie 7.).
Powodowato to na ogoét istotne uproszczenie problemu.
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Przyktad 7.
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Blad popetniony przez zdajacego w trzecim wierszu rozwiazania doprowadzil do sytuacji,
w ktorej zrealizowal on dowod omijajacy konieczno$¢ sprowadzenia lewej strony
nierownosci do kwadratu réznicy dwoch wyrazen, co bylo istota dowodu wyjsciowego
twierdzenia.

Tymczasem zdajacy zamieszczali w arkuszach egzaminacyjnych takie rozwiazania, w ktorych
rozumowanie urywa si¢ po dwoch, trzech przeksztalceniach tezy, jak w ponizszym
przyktadzie 8.

Przyktad 8.

Fadanic 28, (0-2)
Udiowodnij, 2e dla doweliyeh lieeb dodatiich a, b prawdziwa jest niendwnosd
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Whioskowanie o shusznos$ci tezy z nierdéwnosci, ktorej prawdziwos$¢ weale nie jest bardziej
oczywista niz poprawnos¢ wyjsciowej nieréwnosci, nie moze przynies¢ satysfakcjonujacego
wyniku na egzaminie.

W ponizszym przyktadzie 9. mozna zauwazy¢, oprocz zapisania nierOwnosci w postaci
niewygodnej do wnioskowania, jeszcze niewlasciwa czynno$¢, ktora wielu zdajacych
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wykonywato bezrefleksyjnie: sprawdzanie poprawnosci nierdwnos$ci jedynie dla wybranych
warto$ci. Takie proby rozwiazania sa o tyle zaskakujace, ze co roku w schematach
punktowania na stronach internetowych Centralnej Komisji Egzaminacyjnej zamieszczana
jest uwaga o zerowaniu rozwiazan, w ktorych zdajacy sprawdza prawdziwo$¢ tezy jedynie

dla konkretnych warto$ci.

Niestety, na egzaminie pojawito si¢ wiele prac, w ktorych takie sprawdzenie prawidlowosci
dla wybranych pojedynczych liczb bylo jedyna aktywnos$cia zdajacego.

Przyktad 9.
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Zdajacy potrafili tez, po przeprowadzeniu bezbtednych przeksztalcen nierdwnosci do postaci,
z ktérej mozna w tatwy sposdb wnioskowaé o prawdziwosci tezy, opatrzy¢é rozwiazanie

niewlasciwym komentarzem lub niepoprawnym wnioskiem. Ponizej

rozwiazanie (przyktad 10.).

takiec wlasnie
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Przyktad 10.
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Po ciagu rownowaznych przeksztatcen i doprowadzeniu nierdwnosci do postaci, z ktdrej teza
jest natychmiastowym wnioskiem, zdajacy zapisuje stwierdzenie niemajace pokrycia
W rzeczywisto$ci matematyczne;j.

Oprocz dowodoéw w arkuszu egzaminacyjnym na poziomie podstawowym z tegorocznej
majowej matury jeszcze jedno zadanie stanowilo powazne wyzwanie dla wielu zdajacych.
To zadanie 32., ze stosunkowo niskim poziomem wykonania (27%). Poprawne rozwiazanie
tego zadania nie wymagato wielu obliczen i dawalo si¢ zapisa¢ krotki sposobem. Swiadczy
o tym rozwiazanie z przykladu 11.
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Matematyka 25

Roéwnie szybko do celu prowadzito rozwiazanie z uzyciem twierdzenia Pitagorasa (przyktad

12).

Przyktad 12.
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Gdzie zatem nalezy szuka¢ Zrddetl niskiego wyniku w zadaniu, ktore nie nalezalo do zadan
szczegolnie opuszczanych, jak kazdy z dowoddéw w arkuszu, a strategia rozwiazania zadania
do$¢ jasno wynikata z jego tre$ci. Oto mozliwe odpowiedzi.

Czg$¢ zdajacych, sporzadzata tylko ilustracj¢ graficzna do zadania — rysowali oni uklad
wspohrzednych, zaznaczali punkty 4 1 B, czasem tez prosta o rOwnaniu y = 2x+ 3. Inspiracja
do takiego dziatania jest najczg$ciej przekonanie o mozliwos$ci uzyskania przy ocenie
rozwiazania pojedynczego punktu za sam rysunek. Tymczasem w tresci zadania nie wystapito
polecenie ,sporzadZz rysunek”. Zrobienie ilustracji zawierajacej jedynie tre$¢ zadania
w formie graficznej nie stanowi na tyle istotnego postgpu w zadaniu, by przybliza¢ znaczaco
rozwiazanie.

Inna grupg zdajacych stanowili ci, ktdrzy po przeczytaniu tre$ci zadania, nie rozpoznawali
polozenia kata prostego w trojkacie ABC. Stad na rysunkach prosta prostopadta do prostej AB
czasem przechodzila przez punkt 4 (jak w przykladzie 13.).

Przyktad 13.

g
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Zdarzalo si¢ tez (jak w przykladzie 14.), ze zdajacy prowadzili prosta prostopadila do prostej
oréwnaniu y =2x+3. Jesli jeszcze towarzyszyla temu zamiana miejscami wspohrzednych
punktu B, to ilustracja graficzna takiej sytuacji byta catkowicie sugestywna dla zdajacych.
Bylo to jednak rozwiazanie odlegle od wiasciwego.
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Przyktad 14.
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Jeszcze inna grupg stanowili zdajacy, ktérzy prowadzili proste prostopadle do prostej 4B,
przechodzace przez punkty 4 oraz B, otrzymujac dwa mozliwe potozenia punktu C (przyktad

15.)

Przyktad 15.
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Takie rozwiazanie $wiadczy o braku zrozumienia tre$ci zadania. Ze wszystkich
przedstawionych blgednych rozwiazan wynika, ze dla wielu maturzystow prawdziwym
problemem jest brak zrozumienia sformufowania ,kat ABC jest prosty”, a przeciez jest to
umiejetnos¢ ksztalcona juz od szkoty podstawowe;.

Na poziomie rozszerzonym najwigcej trudnosci tegoroczni maturzysci mieli z rozwiagzaniem
zadania 8., o czym $wiadczy niski poziom wykonania tego zadania — 3%. Zadanie to
sprawdzalo umiejetno$ci z obszaru Rozumowanie i argumentacja, a wymagalo
przeprowadzenia dowodu algebraicznego dotyczacego podzielnosci liczb.

W zaleznosci od przyjgtej strategii rozwiazania, zdajacy przeksztatcali wyrazenie opisujace
podana w treéci zadania liczbg¢ do rdznych postaci. Zdecydowana wigkszo§¢ maturzystow,
ktérzy rozwiazali to zadanie wylaczajac wspolny czynnik przed nawias zapisywata liczbg
k’m—km® w postaci km(k+m)(k—m), a nastgpnie uzasadniala podzielno§¢ tego iloczynu

przez 6 poprzez analizg podzielnosci przez 2 i przez 3 poszczego6lnych jego czynnikdw.
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Takie rozwiazanie zilustrowano przyktadem 16.

Przyktad 16.
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zdajacych

przeksztalcata liczbg k*m—km’ do

km (k—1)(k+1)—km(m—1)(m+1), idostrzegajac fakt, ze k(k—1)(k+1) i m(m-1)(m+1)

sa iloczynami trzech kolejnych liczb catkowitych, uzasadniata podzielnos¢ liczby k’m — km’
w oparciu o twierdzenie moéwiace o tym, ze wsrdd trzech kolejnych liczb catkowitych
wystepuje co najmniej jedna podzielna przez 2 i doktadnie jedna podzielna przez 3.
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Oto przyktad poprawnego rozwiazania z wykorzystaniem takiej strategii.

Przyktad 17.

Duza grupa maturzystow nie podjeta proby rozwigzania tego zadania, a sposrdd tych, ktorzy
probowali wykaza¢ tezg, wielu nie potrafito poprawnie wykaza¢ podzielno$ci przez 2 i 3.
Zdecydowanie latwiejszym fragmentem rozwiazania dla zdajacych bylo
podzielnos$ci przez 2. Duza czg$¢ maturzystow ten etap rozwigzania wykonywala poprawnie.
Natomiast podzielno$¢ przez 3 zdajacy uzasadniali czgsto na podstawie blednych zatozen, co
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Wérod rozwiazan, zawierajacych jako pierwszy etap przeksztalcenie liczby k’m —km’
do postaci km (k+m)(k—m), byly takie, w ktorych zdajacy blednie przyjmowali, ze czynniki
iloczynu sa kolejnymi liczbami calkowitymi (lub kolejnymi wyrazami ciagu), a zatem wsrod
nich jest doktadnie jedna podzielna przez 3 i co najmniej jedna podzielna przez 2.
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Ponizej przyklady takich rozwiazan (przyktady 20. 1 21.).

Przyktad 20.
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Niektorzy maturzy$ci probowali uzasadniaé tezg postawiona w zadaniu na podstawie
wybranych, konkretnych wartos$ci liczb £ 1 m (przyklady 22. 1 23.).



Matematyka 33

Przyktad 22.
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Przyktad 23.

o0 | UE , \[
01016} - m? NENBEEES

N

ks slim=Ne 13U 1560 [6

AT AN N
AML L RALARUABSS =a0%0sgay |6
MR AU e |

(]

HETR. - a«fc—,m 15 = ¢u0 |6

B Podsialase W00 e ww% mmgﬁ
U W0 eaba. oA Uely

3=

Po analizie rozwiazan zadania 8. nasuwa si¢ spostrzezenie, ze tegoroczni maturzysci nie
potrafia wilasciwie wykorzysta¢ znanych im twierdzef, dotyczacych podzielnosci liczb.
W swych rozwiazaniach nie uwzgledniali wszystkich mozliwych przypadkéw lub powolywali
si¢ na twierdzenia, ktore przy ich metodzie rozwiazania nie miaty zastosowania.
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Bardzo trudnym zadaniem dla tegorocznych maturzystow, ktorzy przystapili do egzaminu
maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzonym, bylo réwniez zadanie 14. (poziom
wykonania zadania — 5%). Dotyczylo ono wymagan z obszaru UZycie i tworzenie strategii.
Aby rozwiaza¢ zadanie, nalezalo opracowac strategi¢, ktora doprowadzi do wyznaczenia
wspohrzegdnych  wierzchotkéw  trojkata. Poszczegodlne etapy rozwiazania wymagaty
od maturzystow umiejetnosci wyznaczania wspohrzednych punktéw stycznosci okregu
wpisanego w trojkat z bokami tego trdjkata, obliczania wspotrzednych punktu przecigcia
dwoch prostych oraz wykorzystania wspotrzednych s$rodka odcinka do wyznaczenia
wspotrzednych koncéw tego odcinka.

Ponizej zamieszczono przykladowe poprawne rozwiazanie zadania, w ktérym maturzysta
wyznacza najpierw rownania prostych 4B i AC, korzystajac z odleglosci punktu od proste;j,
a nastgpnie znajduje wspohrz¢dne wierzchotka C jako rozwiazanie uktadu rownan opisujacych
proste zawierajace bok AC i wysokos$¢ opuszczona z wierzcholka C na bok AB. Natomiast
szukajac wspohrzegdnych wierzchotka B, zdajacy najpierw wyznaczyt wspohz¢dne $rodka
odcinka AB jako punktu przecigcia prostej AB iprostej zawierajacej wysoko$¢ opuszczona
z wierzchotka C na bok 4B, by nastgpnie wykorzysta¢ je do obliczenia wspotrzednych
wierzcholka B.

Przyktad 24.
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Czesci zdajacych, ktorzy poprawnie zaplanowali sposdb rozwiagzania zadania, w osiagnigciu
petnego sukcesu przeszkodzity braki w podstawowych umiejgtnosciach. Przyktadem takiego
rozwigzania jest to zamieszczone ponizej (przyktad 25.), w ktorym zdajacy na poczatku
popehit btad przy wyznaczaniu réwnania pgku prostych (zamienil wspotrzedna x z y)
1 konsekwentnie do popetnionego bigdu rozwiazal zadanie do konca, ale popetniajac jeszcze
bledy rachunkowe (wynikajace z braku umiejetnosci wykonywania dziatan na utamkach
o r6znych mianownikach i liczbach mieszanych).
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Przyktad 25.
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W rozwiazaniach zadania 14., proponowanych przez tegorocznych maturzystow w arkuszach
egzaminacyjnych, pojawiaty si¢ bledy nie tylko rachunkowe — réwniez takie, ktére wynikaty
z zastosowania pewnych wlasnosci 1 zwiazkdw geometrycznych, wystepujacych np.
w trojkacie rownobocznym, ale nie w trojkacie rOwnoramiennym, ktory wystgpowal w tresci
zadania (przyktady 26. i 27. — dwusieczna kata jako wysoko$¢ opuszczona na przeciwlegly
bok BC).
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Przyktad 26.
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Niektorzy maturzysci przeprowadzali analize tres$ci zadania, zapisywali dostrzezone zwiazki
i zaleznosci, ale nie potrafili ich odpowiednio potaczy¢, by osiagna¢ cho¢by niewielki postep
na drodze do rozwiazania zadania. Przyklad 28. stanowi takie wiasnie rozwigzanie.
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Przyktad 28.
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Analiza rozwiazan zadan maturalnych pozwala zauwazy¢, ze maturzysci lepiej radza sobie
z rozwiazaniem zadan, w ktorych nalezy wykorzysta¢ znany algorytm (model dziatania), niz
z zadaniami wymagajacymi zaplanowania strategii rozwiazania czy uzasadnieniem
postawionej tezy. Po raz kolejny daje si¢ rdwniez zauwazyé¢, ze dla przystgpujacych
do egzaminu maturalnego absolwentow szkot ponadgimnazjalnych duzy problem stanowia
zadania dotyczace zagadnien geometrycznych, zarbwno w przypadku geometrii ptaszczyzny,
jak 1 geometrii przestrzeni.

2. Problem ,,pod lupa”

Zadanie optymalizacyjne — zagadnienie wymagajqce rozwiqzania wieloetapowego

Zadanie  optymalizacyjne, badajace umiej¢tno§¢ modelowania  matematycznego
z wykorzystaniem rachunku rézniczkowego, funkcjonuje w arkuszu egzaminacyjnym
dla poziomu rozszerzonego od poczatku istnienia nowej formuty egzaminu, tj. od roku 2015.
W poprawnym rozwiazaniu takiego zadania wystgpuja stale elementy: okreslenie —
najczesciej przez opis wzorem funkcji — konkretnego modelu matematycznego rozwazanej
sytuacji, uwzglednienie  ograniczen  izastrzezen  wynikajacych  z uwarunkowan
geometrycznych lub algebraicznych — na przyktad przez wyznaczenie dziedziny funkcji,
zastosowanie rachunku rdézniczkowego do wyznaczenia wartosci ekstremalnych
przyjmowanych przez funkcje, ustalenie wartosci najwigkszych lub najmniejszych
z uwzglednieniem dziedziny badanej funkcji.

Zadania te dotycza zawsze badania sytuacji, w ktorej wystepuje mozliwo§¢ zmiany wartosci
lub rozmiarow pewnego obiektu. Na tegorocznym egzaminie przedmiotem rozwazan bylo
poszukiwanie opisanego na okrggu trapezu o najmniejszym mozliwym obwodzie. Zdajacy
mieli ustali¢ zakres wartos$ci liczbowych dla dtuzszej podstawy trapezu, przy ktérych zadany
trapez opisany na okrggu istnieje, uzasadni¢ wzor opisujacy zalezno$¢ obwodu trapezu od
dluzszej podstawy trapezu, wyznaczy¢ tangens kata ostrego trapezu z najmniejszym
mozliwym obwodem. Zatem do poprawnego rozwiazania wystarczylo konsekwentnie
zrealizowac strategig, uwzgledniajaca typowe etapy rozwiazania zadania optymalizacyjnego.

Oto poprawne rozwiazanie zadania (przyktad 29.). Zdajacy w pierwszej kolejnosci rozwazyt
wlasciwe geometryczne uwarunkowania i wyznaczyl zakres wartosci, ktére moga by¢
przyjmowane jako dluzsza podstawa trapezu. Nastgpnie wykorzystal wilasnos$¢ trapezu
opisanego na okreggu i wyznaczyl zalezno$¢ obwodu trapezu od jego dtuzszej podstawy. Na
koniec wykorzystat rachunek rézniczkowy do wyznaczenia wartosci ekstremalnych, ustalit
warto$¢ zmiennej, przy ktorej funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejsza, i wyznaczyt tangens
wlasciwego kata.

Przyktad 29.
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Poziom wykonania zadania optymalizacyjnego z arkusza maturalnego z maja 2018 r. to
zaledwie 11%. W duzym stopniu na taki wynik wptynal fakt opuszczenia zadania przez
wysoki odsetek zdajacych. Kolejna duza grupa zdajacych byla w stanie rozwiazaé tylko jeden
z etapdw zadania. Przykladem moze by¢ rozwiazanie prezentowane ponizej (przyktad 30.).
W przedstawionej sytuacji zdajacy koncentruje si¢ na tej czg$ci rozwigzania, w ktérej moze
wykaza¢ si¢ jedynie znajomos$cia rachunku rdézniczkowego i zastosowaniem pochodnych
do wyznaczania warto$ci ekstremalnych funkcji. Wyznaczenie mozliwych warto$ci
dla argumentéw funkcji, dla ktérych analizowane zagadnienie ma sens nie zostato
przeprowadzone poprawnie, a uzasadnienie wzoru funkcji opisujacej model w rozwiazaniu
nie pojawilo si¢. Zdajacy jest w stanie wykonac tylko ten etap rozwiazania, ktéry wymaga
umiejgtnosci wyznaczania pochodnej funkcji i ustalenia wlasnosci pochodnej potrzebnych
do wnioskowania o ekstremach funkcji.

Przyktad 30.
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Wsrdd rozwiazan zadania optymalizacyjnego dominowaty takie, w ktérych zdajacy podawali
btedna dziedzing funkcji (przyklad 31.) oraz rozwiazania bez poprawnego uzasadnienia
istnienia wartos$ci najmniejszej badanej funkcji (przyktad 32.).

Przyktad 31.
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Powyzsze przyklady wskazuja na to, iz maturzysci niewlasciwie rozwiazywali zadania
optymalizacyjne przy wykorzystaniu rachunku pochodnych. Powszechnym zjawiskiem jest
brak zrozumienia istoty zagadnien optymalizacyjnych, a w szczegdlnosci konieczno$ci

rozwazania geometrycznych

ialgebraicznych uwarunkowan przy okres$laniu modelu

matematycznego, a takze rozumienia wlasciwego zastosowania rachunku r6zniczkowego

do badania wilasnosci funkc;ji.
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Podkresli¢ nalezy, ze materialy informacyjne dotyczace egzaminu maturalnego w formule
obowiazujacej od 2015 r. (tzw. ,nowej” formule) od poczatku zawieraly zapis
o zamieszczaniu w kazdym arkuszu maturalnym dla poziomu rozszerzonego zadania
z zagadnieniem optymalizacyjnym. Problematyka, ktora te zadania poruszaja, wymaga
wieloetapowej strategii rozwigzania. Stad wysoka liczba punktow mozliwych do uzyskania
za rozwiazanie tego typu zadania, znaczaco decydujaca o wyniku calego egzaminu.

Zagadnienia optymalizacyjne sa czg¢sto traktowane przez ucznidow i nauczycieli jako swoisty
algorytm postepowania, ktorego state elementy (etapy) wymagaja kazdorazowo specyficzne;]
realizacji ze wzglegdu na roéznorodnos¢ badanych sytuacji. Odmienno$¢ kolejnych
rozwazanych zagadnien od wcze$niej zbadanych w rozwiazanych juz zadaniach decyduje o
tym, Ze maturzys$ci uwazaja ten typ zadan za bardzo trudny.

Zagadnieniom optymalizacyjnym warto nada¢ w toku edukacji matematycznej wigksze
znaczenie. Zwigkszenie liczby przeanalizowanych réznorodnych przyktadow moze pozwoli¢
na doglebne zrozumienie istoty problemu, zwlaszcza w realizacji najbardziej kluczowych
etapOw rozwiazania — tj. wyznaczania dziedziny funkcji 1 uzasadniania istnienia wartos$ci
najwigkszej lub najmniejszej rozwazanej funkcji.

3. Whioski i rekomendacje

1. Tegoroczny egzamin maturalny z matematyki na poziomie podstawowym potwierdzit,
Zze maturzystom nie sprawiaja trudnosci zadania sprawdzajace pojedyncze, mato
skomplikowane umiejgtnosci.

2. Najlepsze wyniki zdajacy wuzyskali w zadaniach zamknig¢tych: z rachunku
prawdopodobienstwa za obliczenie prawdopodobienistwa w prostej sytuacji
z zastosowaniem klasycznej definicji prawdopodobienstwa, za wykonanie obliczen
procentowych oraz z ciagdéw liczbowych za wykorzystanie wzoru na n-ty wyraz ciagu
arytmetycznego.

3. Wysoki byt rowniez odsetek zdajacych, ktorzy potrafili bada¢ rdwnoleglos¢ prostych
na podstawie ich réwnan kierunkowych oraz rozpoznawali niektore wilasnosci funkcji
kwadratowej na podstawie podanej postaci iloczynowej lub postaci ogoélnej. Tym
samym potwierdza si¢ teza, ze zdajacy osiagaja bardzo dobre wyniki w zadaniach
krétkich, wymagajacych jedynie zastosowania wzorow. Podobne wyniki uzyskali
réwniez zdajacy na poziomie rozszerzonym w zadaniach sprawdzajacych znajomos$¢
praw dziatan na logarytmach i potggach o wyktadniku wymiernym.

4. W przypadku zadan otwartych na poziomie rozszerzonym najwyzsze wyniki zdajacy
uzyskali za rozwigzanie zadania, w ktorym nalezalo wykaza¢ si¢ umiejgtnosciami
zastosowania wlasnosci ciagéw liczbowych, a w szczegdlnosci stosowaniem wzoru
na n-ty wyraz i sumg n poczatkowych wyrazoéw ciagu geometrycznego.

5. Zar6wno na poziomie podstawowym, jak i na poziomie rozszerzonym, egzamin ujawnit
niski poziom opanowania przez zdajacych umiejgtnosci z zakresu geometrii, zwlaszcza
geometrii na plaszczyZnie kartezjanskiej. Dotyczy to gldwnie zadan rozszerzonej
odpowiedzi, w ktorych nalezy zaplanowac strategi¢ rozwiazania, taczac w catos¢ kilka
pojedynczych umiejetnosci. Zrodet klopotow zdajacych w takich zadaniach nalezy
upatrywac juz w umiejgtnosci przeczytania tresci zadania ze zrozumieniem i poprawne;j
jej interpretaciji.
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6. O niskim wyniku egzaminu z matematyki najczgsciej decyduje brak sprawnosci
rachunkowej, powazne problemy 2z poprawnym wykonywaniem obliczen
rachunkowych. Bledy rachunkowe w rozwiazaniach zadan otwartych sa popeiniane
przez zdajacych praktycznie na kazdym etapie rozwiazania, a te z nich, ktore dotycza
poczatkowej fazy rozwiazania zadania nierzadko utrudniaja lub uniemozliwiaja
dokonczenie rozwiazania albo doprowadzaja do otrzymania wynikdw niespetiajacych
warunkéw zadania. Najczgéciej zdajacy w wyniku popelianych bledow nie maja
szansy rozstrzyga¢ kwestii, ktore pozwolityby na sprawdzenie opanowania przez nich
umiejgtnosci potrzebnych do prawidlowego rozwiazania zadania. Brak odpowiedniej
sprawnosci rachunkowej, nieznajomo$¢ praw 1 wlasnosci dziatan, nieuwaga prowadzaca
do bledow przy obliczeniach, takze nieskomplikowanych, jest najczgstsza przyczyna
niepowodzen zdajacych matur¢ z matematyki. Jest to szczegdlne widoczne
w przypadku zadan wieloetapowych, wymagajacych dobrania strategii rozwiazania
sktadajacej sig¢ z kilku krokow.

7.  Wyniki egzaminu maturalnego wyraznie wskazuja, ze najwigcej trudnosci na egzaminie
z matematyki sprawiaja maturzystom zadania wymagajace uzasadnienia prawdziwosci
tezy. Zadania tego typu sa znacznie czg$ciej od innych pomijane, a wsrdd tych
zdajacych, ktérzy podejmuja probg ich rozwiazania jest wielu wnioskujacych
o prawdziwosci tezy na podstawie sprawdzenia poprawnosci dla kilku wybranych
wartosci.

8. Niepowodzenia maturzystow czgsto wynikaja z braku umiejg¢tnosci rozumienia tekstu
matematycznego. Swiadcza o tym nieudane proby podjecia rozwiazania zadan, gdzie
juz w poczatkowej fazie poszukiwania strategii rozwiazania zdajacy przystgpuja
do rozwazania sytuacji odmiennych od tych z tresci zadan. Takie dziatanie nie pozwala
na uzyskanie dobrego wyniku, w praktyce za rozwiazanie innego zadania niz
zamieszczone w arkuszu egzaminacyjnym zdajacy nie moze uzyska¢ punktow.
W trakcie organizowanych zaje¢ nauczyciele powinni nada¢ duze znaczenie
poczatkowej fazie rozwiazania zadania, tj. precyzyjnemu ustaleniu istoty
rozwigzywanego problemu i rozumieniu opisanej sytuacji. Mozna ¢wiczy¢ z uczniami
zmiang sformulowania tresci matematycznej na opis tego samego zagadnienia w innym
ujeciu albo rozwiazywanie zadan, w ktorych pozornie drobna zmiana w tre§ci wymaga
zastosowania rozumowania istotnie odmiennego.

9. Szczegdlnym problemem, utrudniajacym maturzystom uzyskanie dobrego wyniku
na egzaminie z matematyki, jest brak umiej¢tnosci rozwiazywania zadan, w ktérych
dane lub rozwazane wielko$ci nie maja konkretnych wartosci liczbowych. W czgsci
zadan albo dane oznaczone sa literami albo rozwiazanie wymaga wprowadzenia
oznaczen literowych dla istotnych przy rozwiazywaniu zadania wielkosci, np. dtugosci
odcinka lub pola figury ptaskiej. Maturzysci nierzadko ograniczaja rozwiazania zadan
tego typu do proby podjecia lub do rozwazania wyltacznie wybranych wartosci
liczbowych (wybranych przypadkow). Umiejetnos$¢ uogdlniania i okreslania zmiennosci
wilasnos$ci obiektow matematycznych w zaleznos$ci od przyjmowania roznych wartosci
liczbowych jest niezbgdna do prowadzenia prawidlowego wnioskowania. Wspomniane
umiejgtnosci decyduja wreez o mozliwosci rozwigzania niektorych zadan. Na przyklad
przy rozwazaniu zagadnien optymalizacyjnych konieczne jest ustalenie dziedziny
badanej funkcji, wymagajace rozwazenia sytuacji skrajnych 1 posrednich
dla uwarunkowan geometrycznych lub algebraicznych. W trakcie edukacji uczniowie
powinni mie¢ wigeej okazji do ¢wiczenia umiejgtnosci analizowania tych zmian
wlasnosci obiektow matematycznych, ktore sa konsekwencja przyjmowania
w badanych sytuacjach réznych mozliwych wartos$ci liczbowych.



