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Matematyka

Poziom podstawowy

1. Opis arkusza

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie podstawowym skladat si¢ z 25 zadan
zamknigtych wyboru wielokrotnego oraz 9 zadan otwartych, w tym 6 zadan krotkiej odpowiedzi
i3 zadania rozszerzonej odpowiedzi. Zadania sprawdzaly wiadomos$ci oraz umiejgtnos$ci opisane
w pigciu obszarach wymagan ogolnych podstawy programowej matematyki: wykorzystanie
i tworzenie informacji (pig¢ zadan zamknigtych i jedno zadanie otwarte krotkiej odpowiedzi),
wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (czternascie zadan zamknigtych i dwa zadania
otwarte krotkiej odpowiedzi), modelowanie matematyczne (dwa zadania zamknigte, jedno zadanie
otwarte krotkiej odpowiedzi i jedno zadanie otwarte rozszerzonej odpowiedzi), uzZycie i tworzenie
strategii (cztery zadania zamknigte, dwa zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi) oraz
rozumowanie iargumentacja (dwa zadania otwarte krotkiej odpowiedzi). Za rozwiazanie
wszystkich zadan zdajacy mogl otrzymaé 50 punktow.

2. Dane dotyczgce populacji zdajacych

Tabela 1. Zdajacy rozwiazujacy zadania w arkuszu standardowym*

Liczba zdajacych 10002
z licedw ogolnoksztatcacych 6843
z technikow 3159
ze szkot na wsi 39
ze szkot w miastach do 20 tys. mieszkancow 2421
ze szkot w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 3195

Zdajqc.:y rozwiazujacy e ok ot w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 4347

zadania w arkuszu

standardowym ze szkot publicznych 8953
ze szkot niepublicznych 1049
kobiety 5564
mezezyzni 4438
bez dysleksji rozwojowej 9316
z dysleksja rozwojowa 686

* Dane w tabeli dotycza wszystkich tegorocznych absolwentow.

Z egzaminu zwolniono 3 zdajacych — laureatow i finalistow Olimpiady Matematycznej.

Tabela 2. Zdajacy rozwiazujacy zadania w arkuszach dostosowanych

Zdajacy z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 11
rozwiazujacy zadania | stabowidzacy 14
w arkuszach w wersji | niewidomi 0
dostosowane;j stabostyszacy 14
niestyszacy 5
ogoélem 44
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3. Przebieg egzaminu

Tabela 3. Informacje dotyczace przebiegu egzaminu

Termin egzaminu 5 maja 20167.
Czas trwania egzaminu 170 minut
Liczba szkot 274
Liczba zespotéw egzaminatorow 8
Liczba egzaminatorow 181
Liczba obserwatorow’ (§ 8 ust. 1) 14
Li(;zba . ., | Wprzypadku:
uniewaznien art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego 0
pkt 1 rozwigzywania zadan przez zdajacego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez
pkt2 zdajacego w sali egzaminacyjnej 0
z urzadzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zaklécenia przez zdajacego prawidtowego 0

pkt 3 przebiegu egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1. niesamodzielnego rozwiazywania zadan 20
przez zdajacego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepisow

ust. 7 dotyczacych przeprowadzenia egzaminu 0
art. 44zzy | niemoznos$¢ ustalenia wyniku (np. 0
ust. 10 zaginigcie karty odpowiedzi)
inne 0
Liczba wgladow” (art. 44zzz) 47

Liczba prac, w ktorych nie podjgto rozwigzania zadan

1Na podstawie rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowe;j z dnia 25 czerwca 2015 r. w sprawie szczegétowych warunkow
1 sposobu przeprowadzania sprawdzianu, egzaminu gimnazjalnego i egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2015, poz. 959)."

Na podstawie ustawy z dnia 7 wrze$nia 1991 r. o systemie o$wiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2015, poz. 2156, ze zm.).



4. Podstawowe dane statystyczne

Wiyniki zdajacych

Matematyka

3,5

Procent liczby zdajacych (%)
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Wykres 1. Rozklad wynikow zdajacych

Tabela 4. Wyniki zdajacych — parametry statystyczne*

Zdai Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Srednia ?df]hyl;nie Odsetek
ajacy zdajacych (%) (%) (%) %) | San (f,'/r N OWE | Sukcesow**

ogoélem 10046 0 100 52 53 25 79
w tym:
z licedw
ogélnoksztatcacych 6876 0 100 56 56 25 82
z technikow 3170 0 100 44 45 21 74
bez dysleksji 9356 0 100 50 53 25 79
rOZWOjOWE]
z dysleksja 690 0 100 54 54 23 84
rozZWojowa

* Parametry statystyczne podane zostaty dla grup liczacych 100 lub wigcej zdajacych.
** Dane dotycza tegorocznych absolwentow, ktorzy przystapili do wszystkich egzaminéw obowiazkowych.
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Poziom wykonania zadan

Tabela 5. Poziom wykonania zadan

Sprawozdanie z egzaminu maturalnego 2016

Numer Poziom
zadania . . . . wykonania
W Wymaganie ogolne Wymaganie szczegélowe yadania
arkuszu (%)
L. Wykorzystanic 1. Liczby r.zeczvaste.. Zdajqcy obllcjza potegi o
1. { interpretowanie reprezentacii. | © wyktadnikach wymiernych i stosuje prawa dzialan na 73
crpretowanie reprezentacyl. potegach o wyktadnikach wymiernych (1.4).
1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykorzystuje definicjg
5 II. Wykorzystanie logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm 65
' 1 interpretowanie reprezentacji. | iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi
o wyktadniku naturalnym (1.6).
3 III. Modelowanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykonuje obliczenia 56
) matematyczne. procentowe, oblicza podatki, zysk z lokat (1.9).
II. Wykorzystanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy uzywa wzorow
4. i interpretowanie reprezentacji. | skroconego mnozenia na (a+ b)2 oraz a’ —b* (2.1). n
I. Wykorzystanie i tworzenie 3 Roéwnania 1 nierownosci. .Zdaqucy sprawdz.':}, czy dana
5. . . liczba rzeczywista jest rozwiazaniem rownania lub 67
informacji. S .
nierownosci (3.1).
1. Wykorzystanic 8. Qeometrle} na plaszczyznie kartc.aZJ.'fmskle’_]. Zdajacy
6. L . .. | oblicza wspétrzedne punktu przecigcia dwoch prostych 67
1 interpretowanie reprezentacji. (8.4)
IV. Uzycie i tworzenie 7. Planimetria. Zdajacy stosuje zalezno$ci mi¢dzy katem
7. % , . . 86
strategii. srodkowym i katem wpisanym (7.1).
1. Wykorzystanic 4. FukaJe. Zfiajqrcy porslugu]e.sw pgznan}{ml.metodaml
8. i interpretowanic reprezentacii. | TOZWiazywania rownan do obliczenia, dla jakiego 69
P p g argumentu funkcja przyjmuje dang wartos¢ (4.2).
3. Rownania i nierdwnos$ci. Zdajacy rozwiazuje proste
9 II. Wykorzystanie réwnania wymierne, prowadzace do réwnan liniowych 20
1 Interpretowanie reprezentacii. lub kwadratowych, np. X +; —2, x+1 —2x (3.8).
X+
II. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajacy odczytuje z wykresu wlasnosci
10. | .. . . . - g 78
1 interpretowanie reprezentacji. | funkcji — zbior wartosci (4.3).
4. Funkcje. Zdajacy odczytuje z wykresu wlasnosci
1 II. Wykorzystanie funkcji — punkty, w ktorych funkcja przyjmuje 75
" | iinterpretowanie reprezentacji. | w podanym przedziale warto§¢ najwigksza lub
najmniejsza (4.3).
12 II. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajacy oblicza ze wzoru warto$¢ funkcji dla 57
" | iinterpretowanie reprezentacji. | danego argumentu (4.2).
13 IV. Uzycie i tworzenie 6. Trygonometria. Zdajacy korzysta z przyblizonych 56
© | strategii. warto$ci funkgji trygonometrycznych (6.2).
III. Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n
14. R 67
matematyczne. poczatkowych wyrazdw ciagu arytmetycznego (5.3).
15 I. Wykorzystanie i tworzenie 5. Ciagi. Zdajacy bada, czy dany ciag jest arytmetyczny 63
" | informacji. lub geometryczny (5.2).
16 I. Wykorzystanie i tworzenie 7. Planimetria. Zdajacy rozpoznaje trojkaty podobne 82
" | informacji. i wykorzystuje cechy podobienstwa trojkatow (7.3).
IV. Uzycie i tworzenic 6. Trygqnometrla. Zdajlqcy, znajac wartos¢ Je,dpej
17. strategii z funkcji: sinus lub cosinus, wyznacza warto$ci 79
etl- pozostatych funkcji tego samego kata ostrego (6.5).
18 II. Wykorzystanie SP9. Wielokaty, kota, okregi. Zdajacy ustala mozliwos¢ 64
" | iinterpretowanie reprezentacji. | zbudowania trojkata (SP9.2).
19 IV. Uzycie i tworzenie 7. Planimetria. Zdajacy korzysta z wtasnosci stycznej do 57

strategii.

okregu i wlasnosci okregow stycznych (7.2).
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II. Wykorzystanie

8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy

20. i interpretowanie reprezentacii bada réwnolegtos¢ i prostopadtos¢ prostych na 60
P p S podstawie ich rownan kierunkowych (8.2).
71 II. Wykorzystanie 8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy 85
" | iinterpretowanie reprezentacji. | wyznacza wspotrzedne $rodka odcinka (8.6).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
II. Wykorzystanie prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy oblicza
22, | .. . .. L . . 52
i interpretowanie reprezentacji. | prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujac
klasyczna definicj¢ prawdopodobienstwa (10.3).
23 I. Wykorzystanie i tworzenie 9. Stereometria. Zdajacy rozpoznaje w walcach 66
" | informacji. i stozkach katy migdzy odcinkami i ptaszczyznami (9.3).
I. Wykorzystanie i tworzenie 9 Stereometria. Zdaje}cy rozpoznaje V.v.granlastoslupagh
24. . . 1 ostrostupach katy migdzy odcinkami i ptaszczyznami 56
informacji. 9.2)
1. Wykorzystanie GI. Statystykg opisowa i Wprowadzenle d,o rachunku
25. i interpretowanie reprezentacii prawdopodobienstwa. Zdajacy wyznacza §rednia 61
P p g arytmetyczng i median¢ zestawu danych (G9.4).
G9. Statystyka opisowa i wprowadzenie do rachunku
1. Wykorzystanie prawdopodobl.enstwa. Zdajacy wyznacza $rednia
26. i interpretowanie reprezentacii arytmetyczna i mediang¢ zestawu danych (G9.4). 57
P p S Liczby rzeczywiste. Zdajacy oblicza btad
bezwzgledny i blad wzgledny przyblizenia (1.7).
II. Wykorzystanie 3. Rownania i nierdwnosci. Zdajacy rozwiazuje
27. | . . iy o . 7o 55
1 interpretowanie reprezentacji. | nierownosci kwadratowe z jedng niewiadoma (3.5).
. . 3. Réwnania i nierownosci. Zdajacy korzysta z whasnosci
28 L. Wykorzystanie i tworzenie iloczynu przy rozwiazywaniu rOwnan typu 60
informacji (x+1)(x=7)=0 (3.7).
V. Rozumowanic 7 Plammetrlg. Zdaj'qcy rozpoznaje trojkaty podobne
29. { areumentacia 1 wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych) 25
g ). cechy podobienstwa trojkatow (7.3).
30 V. Rozumowanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajezlcy uzywa wzorow "
* | 1argumentacja. skroconego mnozenia na (a ib) oraz a’ —b> (2.1).
1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykorzystuje definicje
logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm
1L Modelowanic iloczynu, 19ga.rytm ilorazu i logarytm pOthl
31. o wyktadniku naturalnym oraz wykorzystuje 30
matematyczne. e PO .o
podstawowe wlasnosci potgg — rowniez w zagadnieniach
zwigzanych z innymi dziedzinami wiedzy, np. fizyka,
chemig, informatyka (1.6, 1.5).
SP9. Wielokaty, kota, okregi. Zdajacy stosuje
IV. Uzycie i tworzenie twierdzenie o sumie katow trojkata (SP9.3).
32. . . . . oY . . 51
strategii. G7. Roéwnania. Zdajacy rozwigzuje réwnania stopnia
pierwszego z jedng niewiadoma (G7.3).
9. Stereometria. Zdajacy stosuje trygonometri¢ do
IV. Uzycie i tworzenic obllc;zen dlqg.osc.l odlepkow, miar katow, pol
33. strategii powierzchni i objgtosci (9.6). 27
st G10. Figury ptaskie. Zdajacy stosuje twierdzenie
Pitagorasa (G10.7).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
34 II1. Modelowanie prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy oblicza 28

matematyczne.

prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujac
klasyczna definicj¢ prawdopodobienstwa (10.3).
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Poziom rozszerzony

1. Opis arkusza

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie rozszerzonym zawieral 5 zadan zamknigtych
wyboru wielokrotnego, 11 zadan otwartych, w tym 7 zadan krotkiej i 4 zadania rozszerzonej
odpowiedzi. Zadania sprawdzatly wiadomo$ci oraz umiejgtnosci opisane w pigciu obszarach wymagan
ogo6lnych podstawy programowej matematyki: wykorzystanie i tworzenie informacji (jedno zadanie
zamknigte), wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (cztery zadania zamknigte),
modelowanie matematyczne (trzy zadania otwarte krotkiej odpowiedzi i dwa zadania otwarte
rozszerzonej odpowiedzi), uzycie i tworzenie strategii (dwa zadania krotkiej i dwa rozszerzonej
odpowiedzi) oraz rozumowanie i argumentacja (2 zadania krotkiej odpowiedzi). Za rozwiazanie
wszystkich zadan zdajacy mogl otrzymaé 50 punktow.

2. Dane dotyczgce populacji zdajacych

Tabela 6. Zdajacy rozwiazujacy zadania w arkuszu standardowym*

Liczba zdajacych 1955
z licedbw ogolnoksztatcacych 1287
z technikow 668
ze szkot na wsi 5
ze szkot w miastach do 20 tys. mieszkancow 334
Zdajacy rozwiazujacy | ;e g7k ot w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkafcow 632
zadania w arkuszu - - — - — 973
standardowym ze szkot w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow
ze szkot publicznych 1874
ze szkot niepublicznych 81
kobiety 656
mezezyzni 1299

* Dane w tabeli dotycza wszystkich tegorocznych absolwentow.
Z egzaminu zwolniono 3 zdajacych — laureatow i finalistow Olimpiady Matematyczne;.

Tabela 7. Zdajacy rozwiazujacy zadania w arkuszach dostosowanych

Zdajacy z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 1
rozwiazujacy zadania | stabowidzacy 1
w arkuszach w wersji | niewidomi 0
dostosowanej stabostyszacy 2
niestyszacy 0

4

ogélem
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3. Przebieg egzaminu

Tabela 8. Informacje dotyczace przebiegu egzaminu

Termin egzaminu 9 maja 20167.
Czas trwania egzaminu 180 minut
Liczba szkot 155
Liczba zespotéw egzaminatorow 4
Liczba egzaminatorow 38
Liczba obserwatorow” (§ 8 ust. 1) 3
Li(;zba .. ., | Wprzypadku:
uniewaznien art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego 0
pkt 1 rozwiagzywania zadan przez zdajacego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez
pkt2 zdajacego w sali egzaminacyjne;j 0
z urzadzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zakltocenia przez zdajacego prawidtowego 0

pkt 3 przebiegu egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1. niesamodzielnego rozwiazywania zadan 0
przez zdajacego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepisow

ust. 7 dotyczacych przeprowadzenia egzaminu 0
art. 44zzy | niemozno$¢ ustalenia wyniku (np. 0
ust. 10 zaginigeie karty odpowiedzi)
inne 0
Liczba wgladow” (art. 44zzz) 12
Liczba prac, w ktorych nie podjgto rozwiazania zadan 0

1Na podstawie rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 25 czerwca 2015 r. w sprawie szczegétowych warunkow
1 sposobu przeprowadzania sprawdzianu, egzaminu gimnazjalnego i egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2015, poz. 959)."

Na podstawie ustawy z dnia 7 wrze$nia 1991 r. o systemie o$wiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2015, poz. 2156, ze zm.).
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4. Podstawowe dane statystyczne

Wiyniki zdajacych
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Wykres 3. Rozktad wynikéw zdajacych

Tabela 9. Wyniki zdajacych — parametry statystyczne

Zdaiac Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Srednia Sg(lllcdl;}:;glee
1y wajacych | (%) (%) (%) (%) o
ogolem 1959 0 100 20 27 23
w tym:
z liceow
ogolnoksztatcacych 1288 0 100 30 34 24
z technikow 671 0 84 8 13 14
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Poziom wykonania zadan

Tabela 10. Poziom wykonania zadan

Numer Poziom
zadania . . . . wykonania
W Wymaganie ogolne Wymaganie szczegolowe sadania
arkuszu (%)
II. Wykorzystanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy uzywa wzorow
i int t i .
L. | Irepretowanie skroconego mnozenia na (a ib)3 oraz a’ +b° (R2.1). 86
reprezentacji.
I. Wykorzystanie , L, L . . . .
. . 3. Réwnania i nieréwnosci. Zdajacy stosuje twierdzenie
2. i tworzenie . S ) . 71
. .. o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian x — a (R3.4).
informacji.
H.' Wykorzystaple 4. Funkcje. Zdajacy na podstawie wykresu funkcji y = f{x)
3. | iinterpretowanic szkicuje wykresy funkeji y = [f(x)], y = c-A(x). y = ficx) (R4.1) 52
reprezentacji. Je WyKIesy Ly &4 Y e
H.' Wykorzystame 11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy oblicza pochodne funkcji
4. i interpretowanie wymiernych (R11.2) 80
reprezentacji. ymierny r
II. Wykorzystanie 11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy oblicza granice funkcji
5. 1 interpretowanie (i granice jednostronne), korzystajac z twierdzen o dziataniach 67
reprezentacji. na granicach i z wlasnosci funkcji ciagtych (R11.1).
1L Modelowanic 10. Elementy .stz’ltystylg opisowej. Teoria . .
6. matematvezne prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy oblicza 38
Y ' prawdopodobienstwo warunkowe (R10.2).
7 III. Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne 29
) matematyczne. i oblicza ich sumy (R5.3).
g V. Rozumowanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajezlcy uzywa wzorow 1
: i argumentacja. skroconego mnozenia na (a+b) oraz a* -b* (2.1).
V. Rozumowanic 7 Planimetria. Zdajacy rozpoznaje figury podobne
9. i areumentacia i jednoktadne; wykorzystuje (takze w kontekstach 14
gumentacja. praktycznych) ich wlasnosci (R7.4).
4. Funkcje. Zdajacy wykorzystuje wtasnosci funkcji liniowe;j
10 IV. Uzycie i kwadratowej do interpretacji zagadnien geometrycznych, 23
) 1 tworzenie strategii. | fizycznych itp. takze osadzonych w kontekscie praktycznym)
(4.12).
Lo 6. Trygonometria. Zdajacy rozwiazuje rownania i nierownosci
IV. Uzycie . . ..
11. i tworzenie strategii trygonometryczne oraz postuguje si¢ wykresami funkcji 24
gl trygonometrycznych (R6.6, R6.4).
3. Réwnania i nieréwnosci. Zdajacy stosuje wzory Viéte’a,
. rozwiazuje rownania i nieréwnosci liniowe i kwadratowe
III. Modelowanie L o .
12. z parametrem, rozwiazuje nierdéwnosci kwadratowe z jedna 30
matematyczne. oo . . . -~
niewiadoma oraz rownania i nieréwnosci z warto$cia
bezwzgledna (R3.1, R3.2, 3.5, R3.9).
8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy
wyznacza rownanie prostej, ktora jest rownolegla lub
13 IV. Uzycie prostopadta do prostej danej w postaci kierunkowej 12
) i tworzenie strategii. | i przechodzi przez dany punkt, oblicza wspotrzedne punktu
przecigcia dwoch prostych oraz wyznacza wspotrzedne srodka
odcinka (8.3, 8.4, 8.5).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
I Modelowanic prawdopodoblenstwa i koglblnatoyyka:.Zdaje}cyiyykor.zysfuje
14. wzory na liczbg permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji 36

matematyczne.

z powtorzeniami do zliczania obiektéw w bardziej ztozonych
sytuacjach kombinatorycznych (R10.1).




Matematyka 13

9. Stereometria. Zdajacy rozpoznaje w graniastostupach
15 IV. Uzycie i ostrostupach katy migdzy $cianami, stosuje trygonometri¢ do 16
: i tworzenie strategii. | obliczen dtugosci odcinkéw, miar katow, pol powierzchni
i objetoscei (9.4, 9.6).
16 III. Modelowanie 11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy stosuje pochodne do 2
: matematyczne. rozwiazywania zagadnien optymalizacyjnych (R11.6).
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Komentarz

ANALIZA JAKOSCIOWA ZADAN

Analiza wynikOw matury z matematyki na poziomie podstawowym pozwala zauwazyc,
ze do najlepiej opanowanych umiejgtnosci naleza te, ktéore wymagaja zastosowania prostych i czgsto
pojawiajacych si¢ w trakcie nauki wlasno$ci figur geometrycznych.

Najlatwiejszym zadaniem (poziom wykonania zadania — 86%) okazalo si¢ zadanie badajace
poziom opanowania umiej¢tnosci stosowania zaleznos$ci migdzy katem $rodkowym i katem wpisanym.

Zadanie 7. (0-1)
Punkty ABCD leza na okregu o $rodku S (zobacz rysunek).
Miara kata BDC jest rowna

A. 91°
B. 72,5°
C.18°
D. 32°

Wysoki poziom realizacji tego zadania potwierdza fakt opisany w raporcie po badaniach PIZA,
ze polscy uczniowie do$¢ dobrze radza sobie w sytuacjach typowych, a poprawne rozwiazanie w tym
zadaniu wynika prawie bezposrednio z twierdzenia o kacie srodkowym i wpisanym, opartych na tym
samym luku okregu. Nie bez znaczenia jest tez zapewne mozliwos$¢ ,,odgadnigcia” poprawnej
odpowiedzi poprzez poréwnanie zaproponowanych dystraktoré6w z miara zaznaczonego na rysunku
kata ADB.

Rowniez bardzo dobrze poradzili sobie maturzys$ci z rozwiazaniem zadania, w ktorym trzeba bylo
wykorzysta¢ zalezno$¢ pomigdzy wspohrzgdnymi $rodka i wspohrzgdnymi koncow tego samego
odcinka (poziom wykonania zadania — 85%).

Zadanie 21. (0-1)
W uktadzie wspotrzednych dane sa punkty 4 = (a, 6) oraz B = (7, b) . Srodkiem odcinka AB jest

punkt 4 = (3, 4) . Wynika stad, ze

A g=5ib=5 B.a=-1ib=2 C.a=41ib=10 D.ag=-4ib=-2

Konstrukcja tego zadania umozliwiala zastosowanie kilku strategii jego rozwiazania. Oprocz
oczywistej, wynikajacej z zastosowania znanego wzoru na wspotrzedne §rodka odcinka, mozna byto
zastosowa¢ metodg sprawdzania warunkow i po kolei wstawia¢ zaproponowane wartosci a i b.




Matematyka 15

Woweczas nie jest potrzebny wspomniany wzor, a wystarczy na przyktad sporzadzi¢ stosowny rysunek.
Zapisy w brudnopisach prac maturalnych potwierdzaty stosowanie takiej strategii.

Kolejnym przyktadem, potwierdzajacym tezg, ze maturzysci do$¢ dobrze radza sobie
w sytuacjach typowych jest wysoki poziom wykonania zadania (82%), w ktorym nalezato
wykorzysta¢ cechy podobienstwa trojkatow i na podstawie informacji, zawartych na rysunku, podaé
dhugos¢ boku trojkata.

Zawarta w tresci zadania informacja o podobienstwie trojkatow pozwalala na trafny wybor
wlasciwych narzedzi do rozwiazania przedstawionego problemu. W szczegoélnosci, po ustaleniu
odpowiednio$ci bokow oraz skali podobienstwa, naturalnym bylo utworzenie i rozwigzanie prostego
roOwnania, wynikajacego z twierdzenia o stosunku odpowiednich bokow w trojkatach podobnych.

Wysoki poziom wykonania (79%) osiagneli zdajacy takze w przypadku zadan, sprawdzajacych
opanowanie umiejgtnosci wyznaczania wartosci funkcji sinus kata, dla ktorego podano warto$¢ funkcji
tangens, oraz umiej¢tnosci odczytywania z wykresu funkceji jej zbioru warto$ci.

Na poziomie rozszerzonym najlatwiejsze okazaty si¢ zadania, w ktorych trzeba byto wykazac sig
umiejgtnos$ciami, zapisanymi w podstawie programowej w czg§ci wyznaczajacej zakres rozszerzony,
ale w sytuacjach typowych, odwotujacych si¢ do popularnych wzoréw lub wymagajacych
zastosowania konkretnego twierdzenia.

Najtatwiejsze okazato si¢ zadanie, wymagajace zastosowania wzoru skroconego mnozenia na
sze$cian sumy, z poziomem wykonania zadania — 86%.

Zadanie 1. (0-1)

3
W rozwinieciu wyrazenia (2ﬁx + 4)‘) wspolczynnik przy iloczynie xy° jest rowny

A. 3243 B. 48 C. 9643 D. 144

Dobry wynik uzyskany przez maturzystow w tym zadaniu zakléca jednak obserwacja
po analizie zapisow rozwiazan w brudnopisach. Wielu zdajacych, poszukujac wspotczynnika przy

iloczynie xy* , obliczalo po kolei wszystkie pozostale wspdtczynniki rozwiniecia wyrazenia
3

(2\/§x+4y) , co S$wiadczy o mechanicznym stosowaniu wzoru. Takie podejscie prowadzito

do wykonywania nieprzydatnych obliczen. Doceni¢ jednak nalezy skuteczno$¢ w poszukiwaniu

rozwiagzania w przypadku zdecydowanej wigkszo$ci maturzystow.

W zadaniu, wymagajacym zastosowania wzoru na pochodng ilorazu funkcji, zdajacy osiagneli
poziom wykonania — 80%.

Zadanie 4. (0-1)

Funkcja f(x)= X 1 jest okreslona dla kazdej liczby rzeczywistej x. Pochodna tej funkcji
X+

2

jest okreslona wzorem

. 242 . ) 4 oun .
A fn) =R B. f/(x)= X r2x-l2
(J‘2+4) (A‘2+4)
€ )= D. f(n)=2 R
(x* +4) (- 4)

Podstawa programowa nauczania matematyki przewiduje obliczanie pochodnych jedynie
z wybranych funkcji, w szczegodlnosci z funkcji wielomianowych 1 wymiernych. Rezultat osiagnigty
wtym zadaniu wskazuje, ze wigkszo$¢ zdajacych solidnie opanowata umiejgtnos¢ obliczania
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pochodnych w tym wyznaczonym zakresie. Tegorocznych maturzystow na ogédt cechuje sprawne
postugiwanie si¢ popularnymi algorytmami.

W 2016 roku najtrudniejsze na maturze z matematyki okazaly si¢ zadania, w ktorych nalezato
wykazaé prawdziwo$¢ wzoru lub uzasadni¢ wilasnosci figur geometrycznych. Czesta reakcja na samo
sformulowanie zawierajace polecenie ,,wykaz” lub ,,uzasadnij” jest opuszczenie zadania. Liczna grupa
zdajacych w ogole nie podejmuje proby rozwiazania zadan, wymagajacych uzasadnienia tezy, z gory
rezygnujac z mozliwosci uzyskania punktéw za umiejgtno$¢ rozumowania i argumentacji. Regularnie
w egzaminach maturalnych wystepuje prawidtowosé, ze dowodd z zakresu algebry okazuje sig
trudniejszy od dowodu geometrycznego.

Oto najtrudniejsze zadanie z matury na poziomie podstawowym (poziom wykonania zadania — 20%).

Zadanie 30. (0-2)
Ciag (an) jest okre$lony wzorem a, =2n" +2n dla n>1. Udowodnij, ze suma kazdych dwoch
kolejnych wyrazow tego ciagu jest kwadratem liczby naturalne;.

Ponizej zamieszczono przyktadowe poprawne rozwigzania zadania (przyklad 1.1 2.).
Przyktad 1.
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Wielu maturzystow nie podjeto w ogole proby zmierzenia si¢ z problemem zaproponowanym
wtresci zadania. Z kolei duza grupa zdajacych popehila btad polegajacy na wnioskowaniu
na podstawie analizy sumy sasiednich wyrazow ciagu w kilku konkretnych przypadkach
o wilasno$ciach wszystkich wyrazow tego ciagu. Oto przykladowe rozwiazanie zawierajace ten btad.

Przyktad 3.

CYERAY QAL EIE . ,

&2 = 2.022_)(_ 2.2___ //Qz QA18, = ’/b/‘: Z[ .-/—;

Q2 =23+ 23=2¢4 QarRg=3%6=6° +

Qb4 =242+ 24 40 Qstay=c4>8% o~
Ltel ol prolie 2ecmic |cnd .

Trudnoscia w tym zadaniu, ktora zdajacy musieli pokona¢ juz na samym poczatku rozwigzania,
bylo zapisanie w sposob ogoélny sumy dwoch kolejnych wyrazow danego ciagu. Niektorzy zdajacy
popehiali btedy rachunkowe przy wyznaczaniu wzorow na kolejne wyrazy ciagu badz w trakcie
przeksztalcania otrzymanego wyrazenia, okreSlajacego sum¢ dwoch sasiednich wyrazow.
To uniemozliwialo pomy$lne zakonczenie dowodu (jak w przypadku zilustrowanym w przykladzie 4.).

Przyktad 4.

Qn= 240w Qutr = QWi €luid < olHer T
QU +@u = 20 40w £ U+ 20520 = 402 Ak + 2

A=blbb 2 = A

Okazuje sig takze, ze w wielu przypadkach pomimo przebrnigcia przez pierwszy etap rozwiazania,
nie udato si¢ zdajacym doprowadzi¢ rozumowania do konca. W przyktadzie 5. zdajacy wyznaczyt
poprawnie wzor na sum¢ dowolnych sasiednich wyrazow, ktora moze by¢ zapisana w postaci
trojmianu  kwadratowego. Jednak tym razem mechaniczne obliczanie wyr6znika tréjmianu
kwadratowego, popularnej delty (A) nie wystarczylo do poprawnego dokonczenia rozumowania —
pojawila si¢ wyrazna trudno$¢ w opisie istotnych konsekwencji wyrdznika rownego 0.

Przyklad 5
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Rowniez dowdd geometryczny sprawit trudnosci zdajacym, cho¢ tradycyjnie rezultaty, jakie
zdajacy osiagnegli w tym przypadku (poziom wykonania zadania — 25%), sa zdecydowanie lepsze niz
w przypadku dowodu algebraicznego. Oto tre$¢ zadania i poprawne rozwiazania (przyklad 6.1 7.).

Zadanie 29. (0-2)

00Dany jest trojkat prostokatny ABC. Na przyprostokatnych AC i AB tego trojkata obrano
odpowiednio punkty D i G. Na przeciwprostokatnej BC wyznaczono punkty E i F takie, Ze
|D DEC | = |D BGF | =90° (zobacz rysunek). Wykaz, ze trojkat CDE jest podobny do trojkata FBG.

C

Przyktad 7.

T . i oy et ks

?W"‘i d I 1‘ i i

Po analizie rozwiazan zadania zamknigtego z tego samego arkusza maturalnego, w konteks$cie
wielu poprawnych rozwiazan zadania, zwigzanego z podobienstwem trojkatow mozna by
przypuszczaé, ze umiejgtno$ci zwiazane ze stosowaniem cech podobienstwa trojkatow sa dobrze
opanowane. Okazuje si¢ jednak, ze dla maturzystow czym innym jest korzystanie z informacji o tym,
ze trojkaty sa podobne, a czym innym przedstawienie takiej informacji wraz z uzasadnieniem.
Szczegolnie trudny, w zadaniu wymagajacym uzasadnienia podobienstwa figur, byt brak konkretnych
informacji o miarach katéw ostrych w rozpatrywanych trojkatach. Maturzysci na ogo6t dobrze operuja
na konkretach, a znacznie gorzej funkcjonuja w sytuacjach takich jak w tym zadaniu, gdy trzeba
stwierdzi¢ réwnos¢ odpowiednich katow bez podanej w treSci zadania informacji o miarach katow.
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Stad wynikaja btedne proby rozwiazania zadania, polegajace na ustaleniu konkretnych miar katow, jak
chocby na przykladzie ponize;.

Przyktad 8.

20% 6P+ fue'—“
= ‘/&UD

A EDC ~ AFpE ( kkK)

Pomimo ze zadania z poleceniem typu: uzasadnij, udowodnij, wykaz sa elementem arkuszy
egzaminacyjnych od wielu lat, w wielu pracach mozna zauwazy¢ brak do$wiadczenia przy
zapisywaniu rozwigzania zadania tego typu. Zdajacy niejednokrotnie ma pomyst na rozwiazanie
problemu, ale nie komentuje waznych elementéw przedstawionego rozwiazania, co uniemozliwia
przyznanie przez egzaminatoréw pelnej liczby punktow. W przyktadzie 9. zdajacy nie podat, ktore
katy w poszczegolnych trojkatach maja rowne miary ani dlaczego te miary sa réwne. Przedstawiono tu
odwotanie si¢ do przechodnio$ci relacji podobienstwa, ale nie wskazano zadnej pary réwnych katow
ostrych, co musi by¢ potraktowane jako ominigcie istotnego fragmentu rozumowania.

Przyktad 9.

-

Aeor ~pel  ( wsede N L g™ '.,|
il DEC ~ fj BB ll. Vo | e 'iui’f)
r Rwo e | e

A DEC NMIFGD

W wielu pracach zdajacy korzystaja ztezy przy dowodzeniu tej tezy, co S$wiadczy o braku
zrozumienia istoty dowodu. Oto przyklad takiego btednego rozumowania.

Przyktad 10.
[cEl (€ ) [
“leo] T IRBl

LX) = [48[= 4 (nEA FE6
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Tylko co trzeci maturzysta poprawnie rozwiazal zadanie 34. z rachunku prawdopodobienstwa. Oto
poprawne rozwiazania tego zadania (przyklad 11.1 12.).

Zadanie 34. (0—4)
Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych losujemy kolejno dwa razy po jednej liczbie

bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze suma wylosowanych
liczb bedzie roéwna 30. Wynik zapisz w postaci utamka zwyklego nieskracalnego.

Przyktad 11.
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Przyktad 12.
nieskracalnego. 8@ f [ dlhu,

W@%ﬂm nﬂhmiauukm

Dla wielu maturzystow juz pierwszy, zupehie elementarny etap rozwiazania tego zadania stat si¢
przekraczajacym ich mozliwosci wyzwaniem. Okazuje sig, ze stwierdzenie, ile jest naturalnych liczb
dwucyfrowych moze nie by¢ oczywiste. W ustaleniach pojawiaja si¢ wyniki 89, 91, 99 oraz inne,
ktorych wystapienie trudno wytlumaczy¢. Bardzo czgsto ustalenie, ze wszystkich liczb naturalnych
dwucyfrowych jest 90, bylo ostatnim poprawnym zapisem w rozwiazaniu zadania. Zdajacy czgsto
utozsamiaja tg liczbeg z liczba wszystkich zdarzen elementarnych (przyktad 13.).

Przyktad 13.
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W przypadku czgsci zdajacych dalo si¢ zauwazy¢ popehianie biedu, polegajacego na kreowaniu
sprzecznosci w przedstawianym modelu przestrzeni probabilistycznej, pomimo poprawnego
wyznaczenia liczby wszystkich wynikow losowania, o ktorym mowa w zadaniu. Na przyktad przy
obliczaniu, ile jest wszystkich zdarzen elementarnych, zdajacy nie uwzgledniali kolejnosci
losowanych liczb, a przy zliczaniu wynikow sprzyjajacych danemu zdarzeniu uwzgledniali tg
kolejnos¢. Ten rodzaj bledu ilustruje przykiad 14.

Przyktad 14.
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Wtasnosci prawdopodobienstwa sa dla wielu maturzystow tresciami, ktore nie koresponduja
z zapisami w prezentowanych przez nich rozwiazaniach. W wielu pracach zdajacy w wyniku
obliczenia prawdopodobienstwa otrzymuje, jako wynik koncowy, liczbe wigksza niz jeden.
Elementarna wiasno§¢ prawdopodobienstwa, jaka jest jego wartos¢ z przedziatu liczbowego <0, 1> ,
powinna prowadzi¢ do natychmiastowej weryfikacji rozumowania, w przypadku uzyskania wyniku
spoza wspomnianego zakresu liczbowego. Tymczasem brak sensownosci otrzymanego wyniku nie
prowadzi niektorych zdajacych do zadnej refleksji. Ponizej przyklad 15., ilustrujacy taka sytuacjg.

Przyktad 15.

Na poziomie rozszerzonym najwigcej trudnosci tegoroczni maturzysci mieli z rozwigzaniem
zadania 13., sprawdzajacego opanowanie umiejg¢tnosci z zakresu geometrii na plaszczyznie
kartezjanskiej. Szczegdlowe omowienie tego zadania zamieszczamy w dalszej czgSci niniejszego
opracowania.

Rowniez zadanie 9., wymagajace przeprowadzenia rozumowania z wykorzystaniem wiasnosci
podobienstwa figur w planimetrii, miato bardzo niski poziom wykonania — 14%.

Zadanie 9. (0-3)
Dany jest prostokat ABCD. Okrag wpisany w trojkat BCD jest styczny do przekatnej BD w punkcie N.
Okrag wpisany w trojkat ABD jest styczny do boku 4D w punkcie M, a $rodek S tego okregu lezy na
odcinku MN, jak na rysunku.

Blad! Nie mozna odnalez¢ zrodla odwolania.
Wykaz, ze |MN|=|4D|.

Duza cz¢$¢ zdajacych, takze ci, ktorzy dobrze sobie radzili przy rozwiazywaniu innych zadan,
nie potrafita znalez¢ wlasciwej drogi do wykazania rownosci odcinkow MN i AD. Warto podkresli¢
natomiast, ze ogromna wigkszo$¢ sposrod tych maturzystow, ktorzy uzyskali cho¢by niewielki postep
w rozwiazaniu zadania, doprowadzata swoje rozumowanie do konca.
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Dowéd algebraiczny réwniez nie byt tatwym zadaniem. Swiadczy o tym niski poziom wykonania
zadania — 16%.

Zadanie 8. (0-3)
Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x i y takich, ze x* + y*> =2, prawdziwa jest

nierownos¢ x + y < 2.

W przypadku tego zadania wielu zdajacych, po kilku nieudanych prébach réwnowaznych
przeksztalcen tezy, rezygnowalo z dalszych poszukiwan rozwiazania. Przy tym zadaniu w arkuszach
egzaminacyjnych wystapity do$¢ chaotyczne zapisy prob rozwigzan, co sygnalizuje konieczno$¢
wprowadzenia wigkszej liczby zadan tego typu do procesu edukacji przysztych maturzystow.
Absolwenci liceow 1 technikow dysponuja na ogoél sporym zasobem narzedzi matematycznych,
pozwalajacych uzasadni¢ prawdziwos¢ wzorow z zakresu algebry. Tymczasem bardzo popularne
okazato si¢ podjecie decyzji o rezygnacji z doboru odpowiedniego rozumowania do uzasadnienia tezy
z treSci zadania. Wigkszo$¢ zdajacych opuscila zadanie lub nie potrafita zapisa¢ wlasciwych
przeksztatcen, ktore prowadzilyby do wykazania prawdziwosci wiasnosci sumy dwoch liczb
na podstawie informacji o sumie kwadratow tych liczb.

Zadanie 15. dotyczace zagadnien ze stereometrii rowniez nalezato do trudnych.

Zadanie 15. (0-6)
W ostrostupie prawidlowym czworokatnym ABCDS o podstawie ABCD wysoko$¢ jest rowna 5, a kat
migdzy sasiednimi $§cianami bocznymi ostrostupa ma miarg 120° . Oblicz objgtos¢ tego ostrostupa.

Zdajacy, ktorzy podjeli probg rozwiazania tego zadania, mieli ktopot juz w poczatkowej fazie
rozwigzywania zadania. Duza czg$§¢ zdajacych miala trudnosci z wykonaniem przydatnej
do przeprowadzania rozumowania ilustracji graficznej. Czgs¢ zdajacych ujawnila brak zrozumienia
pojecia kata migdzy sasiednimi $cianami. Ponadto w gronie zdajacych, ktorzy przebrngli przez etap
tworzenia rysunku i interpretacji kata dwusciennego, wigkszo$¢ miata problem z zaplanowaniem
kolejnych krokéw, prowadzacych do poszukiwania odpowiedzi na postawione pytanie.
W szczegblnosci trudno byto zdajacym wyznaczy¢é wielkosci potrzebne do obliczenia objgtosci
ostrostupa. Stosowanie algorytmow, nawet ztozonych, jest dla maturzystow znacznie fatwiejsze niz
samodzielne opracowanie strategii postgpowania, a takiego samodzielnego wyboru strategii wymagato
zadanie, dotyczace wlasnosci figur w geometrii przestrzenne;.

Problemy ,,pod lupg”
MATEMATYCZNE MODELOWANIE RZECZYWISTOSCI

Mozliwos¢ zastosowania matematyki jako narzg¢dzia, umozliwiajacego poznanie otaczajacego
srodowiska 1 pozwalajacego na opisanie rzeczywistych zagadnien za pomoca poje¢ 1 regut
matematycznych — to jeden z waznych powodow powszechnego nauczania tego przedmiotu.
Rozumieja to takze sami uczniowie, czgsto powtarzajacy argumenty na rzecz koniecznosci
przekazywania szczegdlnie takiego zakresu wiedzy czy umiejgtnosci, ktory pozostaje w Scistym
zwiazku z konkretami i ma przelozenie na sytuacje realne. Umiejetno$¢ opisu rzeczywistosci
z wykorzystaniem modelu matematycznego to jednak wciaz dla wielu ludzi wchodzacych w doroste
zycie sfera nieosiagalna.

W arkuszu maturalnym z matematyki dla poziomu podstawowego znalazlo si¢ zadanie z trescia,
ktorej wigksza cze$¢ stanowi tekst popularnonaukowy. W zadaniu tym podano wzor opisujacy
rzeczywiste zjawisko.
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Zadanie 31. (0-2)
Skala Richtera stuzy do okreslania sity trzgsien ziemi. Sila ta opisana jest wzorem

A
R= logZ , gdzie A oznacza amplitudg trzgsienia wyrazona w centymetrach, Ao =10" cm jest

stala, nazywana amplituda wzorcowa. 5 maja 2014 roku w Tajlandii miato miejsce trzgsienie ziemi
o sile 6,2 w skali Richtera. Oblicz amplitudg trzgsienia ziemi w Tajlandii i rozstrzygnij, czy jest ona
wigksza, czy — mniejsza od 100 cm.

Aby rozwiazaé zadanie, nalezato wstawi¢ do podanego wzoru odpowiednie wartosci liczbowe,
wystgpujace w tresci zadania oraz zastosowa¢ odpowiednie wlasnos$ci logarytmu i potggowania, ktore
zdajacy moga odnalezé w dopuszczonym do wykorzystania w trakcie matury zestawie wzorow
matematycznych. Oto przyktadowe poprawne rozwiazania zadan, przedstawione przez tegorocznych
maturzystow (przyktady 16.1 17.).

Przyktad 16.
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Przyktad 17.

Dla wielu zdajacych rozwiazanie zadania nie moglo zakonczy¢ si¢ sukcesem, poniewaz mieli
powazne trudnosci z podstawieniem odpowiednich wartosci do wzoru. W zamieszczonych
przyktadowych rozwiazaniach (przyktad 18. i 19.) pomylono silg trzgsienia ziemi z amplituda
trzgsienia ziemi.
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Przyktad 18.
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Innym charakterystycznym bl¢gdem bylo umieszczanie we wzorze w miejscu amplitudy trzgsienia
ziemi warto$ci liczbowej, z ktora nalezalo owa amplitud¢ poréownaé. Oto przyktadowe biedne
podejscie do rozwiazania problemu.

Przyktad 20.

Duza czg$¢ zdajacych nie mogla poprawnie odnies¢ si¢ do sformutowanego w zadaniu
zagadnienia, poniewaz nie przyswoila pojecia logarytmu lub nie potrafita zastosowa¢ elementarnych
wlasnosci logarytmu. Przyklady przedstawione ponizej §wiadcza o tym, Zze mianownik utamka,
stanowiacego liczbg logarytmowang, moze by¢ postrzegany jako liczba niezwiazana z logarytmem.
Wedlug czgéci zdajacych, dzicki wymnozeniu obu stron nieréwno$ci przez mianownik liczby
logarytmowanej, mozna pomina¢ mianownik liczby logarytmowanej. Dodatkowo w przyktadzie 21.
ujawniono, ze sam symbol ,log” moze by¢ traktowany jako liczba/zmienna, przez ktéra mozna
mnozy¢ obie strony rownania. Rowniez w tym przykladzie utozsamianie ,,logl0” (tj. symbolu
logarytmu bez liczby logarytmowanej) z ,,logl0” (czyli z liczba 1) §wiadczy o tym, Ze zrozumienie,
czym jest logarytm, moze okazac si¢ nie lada wyzwaniem. Dla sporej czeSci absolwentow szkot,
w ktorych edukacja konczy si¢ egzaminem maturalnym, logarytm pozostaje jedynie nic
nieznaczacym, skomplikowanym zapisem symbolicznym.

Przyktad 21.

C g oo
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Przyktad 22.
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Czgsto w arkuszach maturalnych, wypehlionych przez zdajacych, ktorzy podjeli probe
rozwigzania omawianego zadania, mozna zauwazy¢ wypisanie wszystkich potrzebnych
do rozwiazania zadania wzor6w i réwnoczesnie brak jakiegokolwiek poprawnego potaczenia ich
z konkretnymi danymi. Taka sytuacja byfa popularna takze w przypadku uczniow, ktorzy bez
szczegolnych trudnosci rozwiazali wicksza czgs$¢ zadan z arkusza maturalnego. Dla absolwentow
liceow i technikow matematyka okazala si¢ sfera oderwana od rzeczywistych zjawisk. Jest to wazny
sygnal, Zze nauczanie matematyki nie powinno by¢ jedynie ¢wiczeniem w postugiwaniu sig
algorytmami i wzorami, a zapisy symboliczne nie moga stanowi¢ wylacznie abstrakcyjnego opisu
pojec¢ lub dziatan matematycznych.

GEOMETRIA NA PLASZCZYZNIE KARTEZJANSKIEJ

Inaczej niz w poprzednich latach najtrudniejszym zadaniem maturalnym z matematyki nie byto
zadanie wymagajace dowodu czy przeprowadzenia rozumowania uzasadniajacego sformutowana
w tresci zadania tezg¢. Tym razem najnizszy wynik (poziom wykonania zadania — 12%) osiagngto
zadanie z geometrii na plaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy nie maja wigkszych klopotow
ze stosowaniem wlasnos$ci obiektow geometrycznych w uktadzie kartezjanskim w sytuacjach, gdy
do rozwigzania zadania potrzebna jest pojedyncza umiejgtnos$¢, pozwalajaca na wskazanie wiasciwe;j
odpowiedzi. Zadania wymagajace jedynie wyznaczenia wspotrzednych srodka odcinka lub obliczenia
wspotrzednych punktu przecigecia dwoch prostych naleza zawsze do najtatwiejszych i najbardziej
przez maturzystow lubianych. Jednak zadanie, w ktorym wymaga si¢ przeprowadzenia
kilkuetapowego rozumowania, dla ogromnej wigkszoSci maturzystow staje si¢ przeszkoda nie
do pokonania.

Oto zadanie, ktore przysporzyto zdajacym matematyke najwigcej trudnosci.

Zadanie 13. (0-5)

Punkty 4=(30,32) i B=(0,8) sa sasiednimi wierzchotkami czworokata ABCD wpisanego w okrag.
Prosta or6éwnaniu x—-y+2 =0 jest jedyna osia symetrii tego czworokata izawiera przekatna AC.
Oblicz wspotrzedne wierzchotkow C i D tego czworokata.

Aby rozwiaza¢ zadanie, nalezalo wykazaé si¢ umiejgtno$ciami wyznaczania rownania prostej,
ktora jest prostopadta do prostej danej w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany punkt,
obliczania wspotrzednych punktu przecigcia dwoch prostych, a takze wyznaczania wspotrzednych
srodka odcinka. Nalezalo jednak umiejgtnie opracowac strategi¢ prowadzaca do znalezienia
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wspotrzednych punktow C i D dwoch sasiednich wierzchotkow deltoidu (tj. czworokata majacego
doktadnie jedna o$ symetrii).

Aby obliczy¢ wspohrzedne punktu D, ktory jest obrazem danego punktu B w symetrii osiowej
wzgledem danej prostej zawierajacej odcinek AC, wystarczyto znalez¢ rownanie prostej prostopadiej
do danej, przechodzacej przez dany punkt, a nastgpnie wyznaczy¢ wspotrzedne punktu przecigeia obu
prostych. Tak wyznaczony punkt przecigcia prostych jest srodkiem odcinka BD, ktérego jeden
z koncow podano w tresci zadania. Zatem wyznaczenie wspotrzednych drugiego konca odcinka przy
znanych wspotrzednych $rodka odcinka i pierwszego z koncow nie powinno stanowi¢ trudnosci
dla przystgpujacych do matury, zwlaszcza zZe ta czgs¢ rozwiazania wymagata prowadzenia rachunkow
jedynie na liczbach catkowitych.

Do ustalenia wartosci wspotrzednych punktu C wystarczyto wyznaczy¢ wspotrzedne punktu S —
srodka okregu opisanego na deltoidzie, na przyktad z wykorzystaniem rownosci dlugosci odcinkow
AS 1 BS, oraz fakt, ze punkt S lezy na osi symetrii figury. Nastgpnie mozna byto dodatkowo
wykorzysta¢ informacjg o tym, ze punkt S jest srodkiem odcinka AC lub réwnos¢ dtugosci odcinkow
AS'1 CS. Tym razem rachunki wymagaty dziatan na liczbach wymiernych (utamki o mianowniku 3).

Z powyzszego opisu wynika, ze umiejgtnosci niezbedne do rozwiazania zadania nie wykraczaty poza
zakres podstawowy. Kolejne etapy rozwigzania za$ sg naturalna konsekwencja wlasnosci obiektow
geometrycznych wskazanych w zadaniu.

Ponizej zamieszczono przyktadowe poprawne rozwigzania zadania. W przykladzie 23. zdajacy
przedstawit rozwiazanie w ujeciu takim, jak opisano powyzej, w przyktadzie 24. zdajacy wykorzystat
rownanie okrggu przechodzacego przez punkty ABD do wyznaczenia wspotrzednych punktu C.



30 Sprawozdanie z egzaminu maturalnego 2016

Przyktad 23.
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Przyktad 24.
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Do wyznaczenia wspolrzqdnych wierzchotka C czg$¢ zdajacych korzystata z faktu, ze trdjkat
ABC jest prostokatny (konsekwencja wpisania deltoidu w okrag). Ponizej przyklad takiego
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rozwiazania (przyklad 25.), wktorym, dhlugos¢ odcinka AC zostata policzona blednie. Zdajacy
zastosowal twierdzenie Pitagorasa. Z kolei w przykladzie 26. zdajacy zapisuje rownanie prostej BC,

prostopadtej do prostej AB, ale popetnia btad rachunkowy (1+ % = %) .

Przyktad 25.
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Oprocz bledow rachunkowych maturzysci popekniali tez bledy merytoryczne. W ponizszym
przyktadzie zdajacy umiescit punkt B blednie na osi Ox.

Przyktad 27.
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W kolejnym zamieszczonym tu rozwiazaniu zdajacy wykorzystat poprawnie fakt wystgpowania
kata prostego przy wierzchotku B i wyznaczyl wspotrzedne punktu C. Niestety, w dalszej czgsci
btednie przyjat, ze kat przy wierzchotku C réwniez jest prosty.

Przyklad 28.
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Rozwiazania, w ktorych zastosowano poprawne rozumowanie do wyznaczenia jednego
wierzchotka i korzystano z btednych wnioskow przy wyznaczaniu drugiego wierzchotka, zdarzaly si¢
stosunkowo czgsto. Najbardziej powszechne jednak bylo opuszczanie zadania, a takze brak nawet
niewielkiego postgpu przy podejmowanych probach rozwiazania. W przyktadzie 29. zdajacy obliczyt
jedynie dtugos¢ odcinka 4B. W kolejnym rozwiazaniu (przyktad 30.) zdajacy podjat probg zapisania
prostej prostopadtej do danej, ale przyjat niewlasciwy wspotczynnik kierunkowy.

Przyklad 29.
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Przyktad 30.

bR w09 T

Analiza rozwigzan zadania maturalnego z geometrii analitycznej nie moze prowadzié
do optymistycznych wnioskow. Uzyskany przez maturzystow niski wynik jest waznym sygnalem
dotyczacym konieczno$ci zmiany podejscia do nauczania umiejgtnosci potrzebnych do rozwiazywania
zagadnien geometrycznych na ptaszczyznie kartezjanskie;j.

Whioski i rekomendacje

Egzamin maturalny z matematyki na poziomie podstawowym potwierdzil, ze zadania
sprawdzajace pojedyncze, nieskomplikowane, umiejgtnosci na ogdét nie sprawiaja trudnosci
absolwentom liceow itechnikow. W tym roku najlepsze wyniki zdajacy uzyskali za zadania
geometryczne. W skali kraju 86% zdajacych poprawnie zastosowalo zalezno$¢ miedzy katem
srodkowym 1 katem wpisanym, przy czym doda¢ nalezy, ze w zadaniu trzeba bylo tez wykaza¢ sig
znajomoscia wlasnosci katow wierzchotkowych i znajomos$cia sumy miar katow w trojkacie. Wysoki
odsetek maturzystow (85%) potrafi wykorzysta¢ fakt, ze wspotrzedne srodka odcinka sa Srednimi
arytmetycznymi odpowiednich wspohrzgdnych koncow odcinka. Ustalenie miar dlugosci odcinkow
w figurach podobnych, zwlaszcza, jesli rozwazana sytuacja przedstawiona jest na rysunku, rowniez
nie stanowi problemu dla zdecydowanej wigkszosci zdajacych. Wysoki odsetek zdajacych, ktorzy
poprawnie wyznaczyli wartos¢ funkcji sinus przy danym tangensie tego samego kata, a takze tych,
ktorzy poprawnie odczytali z rysunku zbidr wartosci funkcji, potwierdzaja, ze rozwiazanie zadania
w przypadku, gdy mozliwe jest wykorzystanie graficznej interpretacji pojec, najczegsciej konczy sig
sukcesem.

Na poziomie rozszerzonym szczegéOlnie dobre rezultaty zdajacy uzyskali w zadaniach,
wymagajacych jedynie zastosowania wzorow, co potwierdzili w sytuacjach, sprawdzajacych
znajomos$¢ wzoréw skroconego mnozenia i na funkcje pochodna.

Tegoroczny egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym ujawnit, ze powazny
problem stanowi opanowanie przez absolwentow liceéw i technikéw umiejgtnosci z zakresu geometrii
na plaszczyznie kartezjanskiej. Cho¢ pojedyncze umiejgtnosci wydaja si¢ by¢ dobrze opanowane
przez maturzystow, to rozwiazanie zadania sprawdzajacego te same umiejetnosci, ale w potaczeniu
z koniecznoécia przeprowadzenia kilkuetapowego rozumowania i wykorzystania konkretnych
wlasnosci rozwazanych figur geometrycznych jest niemozliwe do zrealizowania w przypadku
zdecydowanej wigkszosci zdajacych maturg. Jest to szczegélnie niepokojace w sytuacji, gdy
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na poziomie rozszerzonym najtrudniejszym zadaniem okazuje sig takie, ktore wymaga zastosowania
wylacznie umiejetnosci, przypisanych w podstawie programowej do poziomu podstawowego
i zaplanowania kolejnych krokéw poszukiwania rozwiazania. Warto podkresli¢, ze konieczne w tym
zadaniu do wykonania rachunki wymagaty jedynie operacji na liczbach catkowitych badz na utamkach
0 jednocyfrowym mianowniku.

Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej nie moze by¢ przez uczniow sprowadzona jedynie
do zestawu wzorow. Wazne jest, by maturzysci mieli okazjg¢ potaczy¢ wlasnosci figur geometrycznych
z zalezno$ciami, wynikajacymi z polozenia figury w ukladzie wspotrzgdnych. Warto zachgcaé
uczniéw do rozwigzywania tych samych problemow w geometrii metodami osadzonymi w tradycyjnej
geometrii euklidesowej, jak i na ptaszczyznie kartezjanskiej, by eliminowa¢ powstawanie sztucznej
bariery, ktora utrudnia maturzystom opracowanie strategii, wymagajacej opisania wiasnosci figur
geometrycznych z wykorzystaniem wspohrzednych punktéw i rownan, odpowiadajacych obiektom
osadzonym w uktadzie wspotrzgdnych.

Analiza rozwiazan, przedstawionych w pracach maturalnych z matematyki, pozwala zauwazy¢
takze, ze czgsto zdajacy stosuja skomplikowane narzedzia w prostych sytuacjach, poszukuja
odpowiedzi wedlug $cisle wyuczonego algorytmu, nie zwazajac na to, ze rozwigzanie mozna znalez¢,
o wiele tatwiej iszybciej, jesli wykorzysta si¢ wlasnosci konkretnych obiektow matematycznych,
na przyktad poszukiwanie pierwiastkow trojmianu kwadratowego, niezaleznie od postaci tego
trojmianu, odbywa si¢ z uzyciem wyroznika (liczenie delty), a pozbywanie si¢ mianownika
w przypadku nieréwnosci realizowane jest przez mnozenie przez kwadrat wyrazenia z mianownika,
nawet w sytuacji, gdy mianownik jest zawsze dodatni. W przypadku zadan geometrycznych zdajacy
czesto stosuja czasochtonne algorytmy i nie maja nawyku poszukiwania takich metod rozwiazania,
ktére pozwalaja na znalezienie odpowiedzi w krotkim czasie. Wielu przysztych maturzystow traktuje
matematyke jak zestaw gotowych algorytmow i procedur, ktorych zastosowanie pozwala poprawnie
rozwiaza¢ zadania i w konsekwencji zda¢ egzamin. Stosowanie wyuczonych algorytméw w dazeniu
do pozytywnego wyniku egzaminu nie zawsze oznacza dobor trafnych metod do poszukiwania
odpowiedzi na postawione pytania. Nauczycielom trudno jest zmieni¢ takie podejscie uczniow. Warto
jednak, tam gdzie to mozliwe, odchodzi¢ w procesie nauczania od stosowania wytacznie popularnych
algorytméw 1ipokazywaé przysztym maturzystom alternatywne ujgcia zagadnienia, pozwalajace
na szybsze rozwigzanie problemu.

Do zadan, ktore sprawiaja maturzystom najwigcej trudnosci, naleza te wymagajace uzasadnienia
prawdziwosci twierdzenia lub wiasnosci obiektow matematycznych, szczegdlnie z zakresu algebry.
Zadania ze sformulowaniem ,,uzasadnij, ze” sg bardzo czgsto pomijane. W przypadku podejmowania
proby rozwiazania typowym bigdem jest ograniczenie si¢ do sprawdzenia prawdziwosci wzoru lub
tezy twierdzenia jedynie w konkretnym przypadku. Innym tatwym do zaobserwowania nawykiem jest
pomijanie istotnej czgSci rozumowania lub zapisywanie sformutowania w stylu ,,oczywiste jest...” bez
jakichkolwiek komentarzy w kluczowych miejscach przedstawianego uzasadnienia. Zdajacy powinni
mie¢ $wiadomo$¢, ze stosowanie wyzej wspomnianych zabiegéw nie przyczyni si¢ do poprawienia
wyniku egzaminu.

Tegoroczny egzamin maturalny z matematyki pozwolit zaobserwowa¢ niepokojaca sytuacje.
Stosunkowo czgsto dato si¢ zauwazy¢ nizszy wynik za rozwiazanie problemow typowych niz
w przypadku zadan, wymagajacych opanowania ztozonych umiejgtnosci — u tego samego zdajacego.
Zadania, dotykajace elementarnych zagadnien, dla czg$ci maturzystow stanowily punkt wyjscia
do komplikowania typowych probleméw i wyszukiwania na sit¢ putapek, ktore w rzeczywistosci nie
wystgpowaty. Na przyktad zdarzaly si¢ prace maturzystow, niemogacych zadowoli¢ si¢ rozwiazaniem
prostej nierownosci trygonometrycznej i prezentujacych w zamian nietypowe metody rozwiazan, ktore
wrecz nie mogly doprowadzi¢ do znalezienia wlasciwej odpowiedzi w typowym zadaniu. W trakcie
nauki, takze w ramach przygotowania do matury, nalezy pamigtac, ze podstawa sukcesu jest dobre
opanowanie umiej¢tnosci elementarnych. Skupianie si¢ wylacznie na poszukiwaniu rozwigzan
zagadnien nietypowych moze przyczyni¢ si¢ w efekcie do uzyskania rezultatow ponizej potencjalnych
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mozliwosci. Takie doswiadczenie nie bylo obce uczniom, ktérzy zrezygnowali z utrwalania
umiejgtnosci mniej wyrafinowanych na rzecz poszukiwania probleméw nietypowych.

Warto na koniec podkresli¢, ze wigkszo$¢ maturzystow potrafila poprawnie rozwiaza¢ zadania,
wymagajace zastosowania konkretnego wzoru i odwolujace si¢ do pojedynczych umiejetnosci,
zapisanych w podstawie programowej. Chgtnie, i na ogét poprawnie, rozwiazywane byly przez
maturzystow zadania, w ktorych zamieszczono rysunek oraz takie, w ktorych sporzadzenie rysunku
ulatwiato rozwiazanie. Trzeba zaznaczy¢, ze do zadan z dobrym wynikiem nalezaty tez takie, ktore
wymagaly przeprowadzenia krotkiego rozumowania lub potaczenia kilku wiasnosci obiektow
matematycznych. Daje si¢ jednak zauwazy¢, ze te same osoby, ktory uzyskuja dobry wynik
na maturze z poziomu podstawowego, nie potrafia rozwigza¢ wigkszosci zadan z poziomu
rozszerzonego. W procesie edukacji wazne jest, by ksztatceniu umiejgtnosci z poziomu rozszerzonego
nada¢ rownorzedne znaczenie jak utrwalaniu umiejgtnosci z poziomu podstawowego.



