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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

POzIOM PODSTAWOWY

Opis arkusza egzaminu maturalnego ]

W roku szkolnym 2022/2023 egzamin maturalny z matematyki zostat przeprowadzany na
podstawie wymagan egzaminacyjnych okreslonych w rozporzgdzeniu Ministra Edukacji
i Nauki z dnia 10 czerwca 2022 r.!

Arkusz egzaminacyjny z matematyki nha poziomie podstawowym zawierat ogétem 34 zadania

(ujete w 31 grup/wigzek tematycznych), na ktore sktadato sie 27 zadah zamknietych

i 7 zadan otwartych. Zadania sprawdzaty wiadomosci oraz umiejetno$ci ujete w czterech

obszarach wymagan ogolnych:

I.  Sprawnos¢ rachunkowa (4 zadania zamkniete tgcznie za 5 punktéw).

Il. Wykorzystanie i tworzenie informacji (5 zadan zamknietych tgcznie za 5 punktow).

lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (19 zadan tgcznie za 26 punktéw, w tym:
15 zadan zamknietych tgcznie za 16 punktow oraz 4 zadania otwarte tgcznie za
10 punktéw).

IV. Rozumowanie i argumentacja (6 zadan tgcznie za 10 punktow, w tym: 3 zadania
zamkniete tgcznie za 3 punkty oraz 3 zadania otwarte tgcznie za 7 punktow).

Zdajgcy mogli korzysta¢ z Wybranych wzoréw matematycznych na egzamin maturalny
Z matematyki oraz linijki, cyrkla i kalkulatora prostego.

Za rozwigzanie wszystkich zadan mozna byto otrzymac 46 punktow.

Dane dotyczace populacji zdajacych

VISV ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZU STANDARDOWYM*

Liczba zdajacych (Formuta 2023) 5 396

ze szkot na wsi 10

ze szkot w miastach do 20 tys. mieszkancow 1204

ze szkot w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 1438

ze szkot w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 2744

. N ze szkot publicznych 4924
Zdajgcy rozwigzujgcy

zadania w arkuszu ze szkot niepublicznych 472

standardowym kobiety 3485

mezczyzni 1911

bez dysleksji rozwojowej 4 867

z dysleksjg rozwojowg 529

rozwigzujgcy zadania w jezyku litewskim 0

Liczba zdajacych (Formuta 2023), o ktérych mowa w art. 2 ust. 1 ustawy? (obywatele Ukrainy) 5

* Dane w tabeli dotyczg tegorocznych absolwentéw.

1 Rozporzgdzenie Ministra Edukacji i Nauki z dnia 10 czerwca 2022 r. w sprawie wymagan egzaminacyjnych dla
egzaminu maturalnego przeprowadzanego w roku szkolnym 2022/2023 i 2023/2024 (poz. 1246).

2 Ustawa z dnia 12 marca 2022 r. o pomocy obywatelom Ukrainy w zwigzku z konfliktem zbrojnym na terytorium tego
panstwa (Dz.U. z 2023 r. poz. 103, z pdzn. zm.).
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Z egzaminu w Formule 2023 i Formule 2015 zwolniono 6 oséb — laureatow i finalistow
Olimpiady Matematycznej.

IV :ISWWA  ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZACH DOSTOSOWANYCH

Zdajgcy rozwigzujgcy | z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 52

zadania w arkuszach stabowidzacy

dostosowanych — -
niewidomi 1
stabostyszgcy 11
niestyszacy 3

z niepetnosprawnoscig ruchowg spowodowang mézgowym

porazeniem dzieciecym 1
z zaburzeniem widzenia barw 2
Ogotem 76
Przebieg egzaminu
INFORMACJE DOTYCZACE PRZEBIEGU EGZAMINU
Termin egzaminu 8 maja 2023
Czas trwania egzaminu dla arkusza standardowego 180 minut
Liczba szkét 105
Liczba zespotdéw egzaminatorow 2
Liczba egzaminatoréw 54
Liczba obserwatorow? (§ 8 ust. 1) 3
Liczba w przypadku:
uniewaznien*
art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego rozwigzywania zadan 0
pkt 1 przez zdajgcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez zdajgcego w sali 1
pkt 2 egzaminacyjnej z urzadzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zaktdcenia przez zdajgcego prawidtowego przebiegu 0
pkt 3 egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1 niesamodzielnego rozwigzywania zadan przez 1
zdajgcego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepisow dotyczgcych 0
ust. 7 przeprowadzenia egzaminu maturalnego
art. 44zzy | niemoznos¢ ustalenia wyniku (np. zaginiecie karty 0
ust. 10 odpowiedzi)
Liczba wgladow* (art. 44zzz) 91
3 Rozporzadzenie Ministra Edukacji i Nauki z dnia 1 sierpnia 2022 r. w sprawie egzaminu maturalnego (Dz.U.
z 2022 r. poz. 1644) — podano tacznie dla Formuty 2023 i Formuty 2015.
4 Ustawa z dnia 7 wrzes$nia 1991 r. o systemie oswiaty (Dz.U. z 2022 r. poz. 2330).
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

Podstawowe dane statystyczne

Wyniki zdajacych

WYKRES 1. ROZKEAD WYNIKOW ZDAJACYCH
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wynik procentowy

AV \:EVY N \WYNIKI ZDAJACYCH — PARAMETRY STATYSTYCZNE*

Zdaiac Liczba Minimum Maksimum Mediana Modalna Srednia s?:ncdh;lrljg\lz\?e
jacy zdajacych %) (%) %) (%) %) %)
Ogolem 5 396 7 100 70 100 67 24
Formuta 2023
obywatele Ukrainy 5

* Dane dotycza wszystkich tegorocznych absolwentéw, ktérzy przystapili do wszystkich egzamindéw obowigzkowych. Parametry

statystyczne sg podane dla grup liczacych 30 lub wiecej zdajgcych.
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Poziom wykonania zadan

ISV POZIOM WYKONANIA ZADAN

Sprawozdanie za rok 2023

Wymagania egzaminacyjne 2023

Poziom
Nr Wymagania ogéine Wymagania szczegétowe wykonania
zad. zadania
(%)
IIl. Wykorzystanie Zdajacy:
1 i interpretowanie reprezentacji. 1.7) stosuje interpretacje geometryczng i algebraiczng 69
’ wartos$ci bezwzglednej, rozwigzuje réwnania
i nierdwnosci typu: [...] |x + 3| = 4.
I. Sprawnos$¢ rachunkowa. Zdajacy:
2. 1.4) stosuje zwigzek pierwiastkowania z potegowaniem 81
oraz prawa dziatan na potegach i pierwiastkach.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. 1.2) przeprowadza proste dowody dotyczgce
3. podzielnosci liczb catkowitych i reszt z dzielenia nie 39
trudniejsze niz dowdd podzielnosci przez 24 iloczynu
czterech kolejnych liczb naturalnych.
IIl. Wykorzystanie Zdajacy:
4. | iinterpretowanie reprezentacji. 1.1) wykonuje dziatania ([...] logarytmowanie) w zbiorze 87
liczb rzeczywistych.
IIl. Wykorzystanie Zdajacy:
5. | iinterpretowanie reprezentacji. I1.1) stosuje wzory skréconego mnozenia na: (a + b)?, 72
(a —b)?, a® — b?.
IIl. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. 111.3) rozwigzuje nieréwnosci liniowe z jedng
6. niewiadoma. 66
IIl. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. 111.5) rozwigzuje réwnania wielomianowe postaci
. W(x) = 0 dla wielomianow doprowadzonych do 79
’ postaci iloczynowe;j [...].
11l. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. | ||| 6) rozwigzuje réwnania wymierne postaci —<2 = 0
8. ) rozwiazu) Y POsIECl Y = 72
gdzie wielomiany V(x) i W(x) sg zapisane w postaci
iloczynowe;.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. 111.5) rozwigzuje réwnania wielomianowe postaci
9. W(x) = 0 dla wielomianow [...] takich, ktére dajg sie 73
doprowadzi¢ do postaci iloczynowej [...] metodg
grupowania.
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

IIl. Wykorzystanie Zdajacy:
10 i interpretowanie reprezentacji. IV.1) rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema 83
' niewiadomymi, podaje interpretacje geometryczng
uktaddéw oznaczonych [...].
11l. Wykorzystanie Zdajacy:
11. |iinterpretowanie reprezentacji. IV.2) stosuje uktady rownan do rozwigzywania zadan 89
tekstowych.
121 Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy: 89
" | informacii. V.4) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine [...].
II. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
informaciji. V.4) odczytuje z wykresu funkcji: [...] najwieksze [...]
12.2. . L . 58
wartosci funkgiji (o ile istniejg) w danym przedziale
domknietym [...].
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
12.3. | informagiji. V.4) odczytuje z wykresu funkgji: [...] przedziaty 92
monotonicznosci [...].
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
13. | iinterpretowanie reprezentaciji. V.5) interpretuje wspétczynniki wystepujgce we wzorze 75
funkgiji liniowej.
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
14. | informagji. V.11) wykorzystuje wtasnosci funkgii [....] kwadratowej do 72
interpretacji zagadnieh geometrycznych [...].
IIl. Wykorzystanie Zdajacy:
15. | iinterpretowanie reprezentaciji. VI.1) oblicza wyrazy ciggu okreslonego wzorem 95
0goinym.
IIl. Wykorzystanie Zdajacy:
16. | iinterpretowanie reprezentaciji. VI.6) wykorzystuje wlasnosci ciggéw, w tym [...] 82
geometrycznych, do rozwigzywania zadan [...].
IIl. Wykorzystanie Zdajacy:
17. | i interpretowanie reprezentacji. V1.4) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume 43
n poczgtkowych wyrazow ciggu arytmetycznego.
IIl. Wykorzystanie Zdajacy:
18. | i interpretowanie reprezentaciji. VII.1) wykorzystuje definicje funkcji [...] tangens dla 79
katéw od 0° do 180° [...].
19 IV. Rozumowanie Zdajacy: 42
" | i argumentacja. VI1.2) korzysta z wzoréw sin® a + cos?a =1 [...].
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
20. | informaciji. VIII.4) korzysta z wiasnosci katéw i przekatnych 58
w [...] rombach [...].
21 IV. Rozumowanie Zdajacy: 69

i argumentacja.

VIII.5) stosuje wiasnosci katéw wpisanych i Srodkowych.
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29 IV. Rozumowanie Zdajacy: 71
" | i argumentacja. VII1.8) korzysta z cech podobienstwa trojkgtow.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
23 i argumentacja. IX.1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na 70
’ ptaszczyznie na podstawie ich réwnan, w tym znajduje
wspolny punkt dwoch prostych, jesli taki istnieje.
11l. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. IX.2) postuguje sie rownaniem prostej na ptaszczyznie
24, w postaci kierunkowej, w tym wyznacza réwnanie prostej 70
0 zadanych wtasnosciach (takich jak na przyktad [...]
réwnolegtosé [...] do innej prostej [...]).
IIl. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. X.2) postuguije sie pojeciem kata miedzy prostg
a ptaszczyznag;
X.3) rozpoznaje w graniastostupach [...] katy miedzy
25. . : o A . 57
odcinkami (np. krawedziami, krawedziami i przekgtnymi)
[...]
VI1.4) oblicza katy tréjkata i dtugosci jego bokdw przy
odpowiednich danych (rozwigzuje trojkaty [...]).
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
26 i interpretowanie reprezentacji. X.4) oblicza objetosci i pola powierzchni [...] 47
' ostrostupow, rowniez z wykorzystaniem trygonometrii
i poznanych twierdzen.
I. Sprawnos$¢ rachunkowa. Zdajacy:
27. X1.1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach 87
kombinatorycznych.
IIl. Wykorzystanie Zdajacy:
28. | iinterpretowanie reprezentacji. XI1.1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach 78
kombinatorycznych.
I. Sprawnos$¢ rachunkowa. Zdajacy:
29. XI1.2) oblicza $rednig arytmetyczng i [...] znajduje 65
mediane [...].
IIl. Wykorzystanie Zdajacy:
30. | iinterpretowanie reprezentaciji. XI1.1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu 65
klasycznym.
I. Sprawnos$¢ rachunkowa. Zdajacy:
V.3) [...] interpretuje wartosci funkcji okreslonych za
31.1. pomoca [...] wzoréw [...]; 51
V.2) oblicza warto$¢ funkcji zadanej wzorem
algebraicznym.
IIl. Wykorzystanie Zdajacy:
31.2. | i interpretowanie reprezentacji. XIl) rozwigzuje zadania optymalizacyjne w sytuacjach 46
dajacych sie opisac¢ funkcjg kwadratows.
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

WATGIESPS POzIOM WYKONANIA ZADAN W OBSZARZE WYMAGAN OGOLNYCH
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POzIOM ROZSZERZONY

Opis arkusza egzaminu maturalnego ]

W roku szkolnym 2022/2023 egzamin maturalny z matematyki zostat przeprowadzany na
podstawie wymagan egzaminacyjnych okreslonych w rozporzgdzeniu Ministra Edukacji
i Nauki z dnia 10 czerwca 2022 r.°

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie rozszerzonym zawierat ogétem 14 zadan
otwartych (ujetych w 13 grup/wigzek tematycznych). Zadania sprawdzaty wiadomosci oraz
umiejetnosci ujete w nastepujgcych obszarach wymagan ogolnych:

Il. Wykorzystanie i tworzenie informaciji (1 zadanie otwarte za 2 punkty).

IIl. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (5 zadan otwartych tgcznie za 20 punktéw).
IV. Rozumowanie i argumentacja (8 zadan otwartych tgcznie za 28 punktéw).

Zdajgcy mogli korzysta¢ z Wybranych wzoréw matematycznych na egzamin maturalny
Z matematyki oraz linijki, cyrkla i kalkulatora prostego.

Za rozwigzanie wszystkich zadan mozna byto otrzymaé 50 punktéw.

Dane dotyczace populacji zdajacych

IVEISWNGN  ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZU STANDARDOWYM*

Liczba zdajacych (Formuta 2023) 1208

ze szkot na wsi 0

ze szkot w miastach do 20 tys. mieszkancow 165

ze szkot w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 370

ze szkot w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 673

. N ze szkot publicznych 1132
Zdajacy rozwigzujgcy

zadania w arkuszu ze szkot niepublicznych 76

standardowym kobiety 587

mezczyzni 621

bez dysleksji rozwojowej 1080

z dysleksjg rozwojowg 128

rozwigzujgcy zadania w jezyku litewskim 0

Liczba zdajacych (Formuta 2023), o ktérych mowa w art. 2 ust. 1 ustawy’ (obywatele Ukrainy) 3

* Dane w tabeli dotyczg tegorocznych absolwentéw.

Z egzaminu w Formule 2023 i Formule 2015 zwolniono 6 oséb - laureatéw i finalistow
Olimpiady Matematycznej.

6 Rozporzadzenie Ministra Edukacji i Nauki z dnia 10 czerwca 2022 r. w sprawie wymagan egzaminacyjnych dla
egzaminu maturalnego przeprowadzanego w roku szkolnym 2022/2023 i 2023/2024 (poz. 1246).

" Ustawa z dnia 12 marca 2022 r. o pomocy obywatelom Ukrainy w zwigzku z konfliktem zbrojnym na terytorium tego
panstwa (Dz.U. z 2023 r. poz. 103, z pdzn. zm.).
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom rozszerzony

AV\:=VWA  ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZACH DOSTOSOWANYCH

Zdajgcy rozwigzujgcy | z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 14
zadania w arkuszach stabowidzacy 1
dostosowanych — -
niewidomi 0
stabostyszgcy 3
niestyszacy 2
z niepetnosprawnoscig ruchowg spowodowang mézgowym 0
porazeniem dzieciecym
z zaburzeniem widzenia barw 1
Ogotem 21

Przebieg egzaminu

PV INFORMACJE DOTYCZACE PRZEBIEGU EGZAMINU

Termin egzaminu

12 maja 2023

Czas trwania egzaminu dla arkusza standardowego 180 minut
Liczba szkot 80
Liczba zespotow egzaminatorow 1
Liczba egzaminatorow 26
Liczba obserwatorow?® (§ 8 ust. 1) 0
Liczba w przypadku:
uniewaznien®
art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego rozwigzywania zadan 0
pkt 1 przez zdajgcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez zdajgcego w sali
pkt 2 egzaminacyjnej z urzadzenia telekomunikacyjnego 0
art. 44zzv | zaktdcenia przez zdajgcego prawidtowego przebiegu 0
pkt 3 egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1 niesamodzielnego rozwigzywania zadan przez 0
zdajgcego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepiséw dotyczacych 0
ust. 7 przeprowadzenia egzaminu maturalnego
art. 44zzy | niemoznos¢ ustalenia wyniku (np. zaginiecie karty
. 0
ust. 10 odpowiedzi)
Liczba wgladow® (art. 44zzz) 36

8 Rozporzadzenie Ministra Edukacji i Nauki z dnia 1 sierpnia 2022 r. w sprawie egzaminu maturalnego (Dz.U.

z 2022 r. poz. 1644) — podano tgcznie dla Formuty 2023 i Formuty 2015.
9 Ustawa z dnia 7 wrzes$nia 1991 r. o systemie o$wiaty (Dz.U. z 2022 r. poz. 2230).
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Podstawowe dane statystyczne

Wyniki zdajacych

WYKRES 3. ROZKEAD WYNIKOW ZDAJACYCH
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wynik procentowy

AV :EVNCE  WYNIKI ZDAJACYCH — PARAMETRY STATYSTYCZNE*

Zdaiac Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia s(t):ncdhayrlgg\fe
Jacy zdajacych (%) (%) (%) (%0) (%) (%)
Ogotem 1208 0 100 44 78 46 29
Formuta 2023

* Dane dotycza wszystkich tegorocznych absolwentéw, ktérzy przystapili do wszystkich egzaminéw obowigzkowych. Parametry
statystyczne sg podane dla grup liczacych 30 lub wigcej zdajgcych.
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom rozszerzony

Poziom wykonania zadan

V-:I=WNI0N POZIOM WYKONANIA ZADAN

Wymagania egzaminacyjne 2023
Wymagania szczegotowe Poziom
Nr w . 51 , . wykonania
zad. ymagania ogoine Gdy wymaganie dotyczy tresci zakresu podstawowego zadania
Szkoty ponadpodstawowej — dopisano (P). (%)
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
informac;ji. V.13) (P) postuguje sie funkcjami wyktadniczg
1. i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu 48
i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami
praktycznymi.
5 Ill. Wykorzystanie Zdajacy: 61
" | iinterpretowanie reprezentaciji. XI1.2) stosuje schemat Bernoullego.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. XI11.2) stosuje definicje pochodnej funkcji, podaje
interpretacje geometryczng pochodnej;
3. XI11.3) oblicza pochodng funkciji potegowej o wykfadniku 55
rzeczywistym oraz oblicza pochodng, korzystajgc
z twierdzen o pochodnej sumy, réznicy, iloczynu
i ilorazu.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
4. |iargumentacja. 1.3) korzysta ze wzoréw na: (a + b)3, (a — b)3, 64
a®+b3 i ad - b3
5 IV. Rozumowanie Zdajacy: 34
" | iargumentacja. VIII.3) przeprowadza dowody geometryczne.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. VII1.6) rozwigzuje réwnania trygonometryczne o stopniu
6. trudnosci nie wiekszym niz w przyktadzie 41
4 cos2x cos5x = 2cos7x + 1.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. X.1) (P) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych
w przestrzeni, w szczegdlnosci proste prostopadte
7. nieprzecinajgce sie. 45
X.5) wyznacza przekroje szescianu [...].
IIl. Wykorzystanie Zdajacy:
8. | iinterpretowanie reprezentacji. VIII.1) stosuje wiasnosci czworokgtow wpisanych 36
w okrag i opisanych na okregu.
IIl. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. 11.1) (P) stosuje wzory skroconego mnozenia na:
(a +b)?, (a —b)?, a® — b2
9. o L o 51
111.4) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci z wartoscig
bezwzgledng, o stopniu trudnosci nie wiekszym niz:
2|lx + 3| +3|x — 1] =13, |[x+ 2|+ 2|x — 3| < 11.
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IIl. Wykorzystanie Zdajacy:
10. | i interpretowanie reprezentaciji. VI.2) rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne i oblicza 38
ich sume.

IIl. Wykorzystanie Zdajacy:

i interpretowanie reprezentacji. 111.3) stosuje wzory Viéte’a dla rownan kwadratowych;
111.5) analizuje réwnania i nierébwnosci liniowe

Z parametrami oraz rownania i nieréwnosci kwadratowe
z parametrami, w szczegdlnosci wyznacza liczbe
rozwigzan w zaleznosci od parametréw, podaje warunki,
przy ktorych rozwigzania majg zgdang wlasnos$c,

i wyznacza rozwigzania w zaleznosci od parametréw.

11. 40

IV. Rozumowanie Zdajacy:

i argumentacja. I.1) stosuje wzoér na zamiane podstawy logarytmu.
12.1. 1.9) (P) stosuje zwigzek logarytmowania 76
z potegowaniem, postuguje sie wzorami na logarytm
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.

IV. Rozumowanie Zdajacy:

i argumentacja. XI11.3) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku
rzeczywistym oraz oblicza pochodna, korzystajgc

12.2. z twierdzen o pochodnej sumy, réznicy, iloczynu 53
i ilorazu;

XI11.4) stosuje pochodng do badania monotonicznosci
funkciji.

IV. Rozumowanie Zdajacy:

i argumentacja. VII.5) korzysta ze wzoréw na sinus, cosinus i tangens
sumy i réznicy katéw, a takze na funkcje
trygonometryczne katéw podwojonych.

IX.3) znajduje punkty wspdlne prostej i okregu oraz
prostej i paraboli bedacej wykresem funkcji kwadratowe;j.

13. 37
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WATGIESE:S POZIOM WYKONANIA ZADAN W OBSZARZE WYMAGAN OGOLNYCH
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KOMENTARZ (DOTYCZY WYNIKOW KRAJOWYCH)

Analiza jakosciowa zadan — poziom podstawowy

Wsrod 27 zadan zamknietych arkusza egzaminacyjnego 4 zadania okazaty sie bardzo tatwe
dla zdajgcych (poziom wykonania powyzej 90%), 17 zadan mozna uznac za tatwe dla
zdajgcych (poziom wykonania od 70% do 89%), a pozostate 6 zadan zamknigtych okazato
sie umiarkowanie trudnych (poziom wykonania od 50% do 69%).

Na podstawie analizy wskaznikéw poziomu wykonania zadan (Tabela 5.) mozna stwierdzic¢,
ze wsrod 7 zadan otwartych zadne nie bylo bardzo tatwe dla tegorocznych maturzystow,
tylko 2 zadania okazaly sie fatwe dla zdajgcych, 3 zadania byty umiarkowanie trudne dla
zdajacych, a 2 zadania okazaly sie trudne dla zdajgcych (poziom wykonania wynosit od 20%
do 49%).

Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najstabiej

Na poziomie podstawowym mozna zauwazy¢, ze najwiekszg trudnos¢ sprawity zdajagcym
zadania badajgce umiejetnos¢ przeprowadzenia rozumowania, dobierania i tworzenia modeli
matematycznych oraz tworzenia pomocniczych obiektéw matematycznych na podstawie
istniejgcych w celu przeprowadzenia argumentaciji lub rozwigzania problemu. Sg to
umiejetnosci opisane, odpowiednio, w IV oraz Il obszarze wymagan ogdlnych.

Najtrudniejszym zadaniem w arkuszu okazato sie zadanie 3., w ktérym nalezato uzasadni¢
podzielnosé przez 8 liczby postaci (2n + 1)? — 1, okreslonej dla kazdej liczby naturalne;
n > 1. Dla tego zadania poziom wykonania wyniost 43%. Wiecej miejsca na analize
trudnosci, z jakimi borykali sie maturzysci przy rozwigzywaniu zadania 3., po$wiecimy

w dalszej czesci tego sprawozdania (zob. Problem pod lupg).

Trudne dla zdajgcych (poziom wykonania réwny 48%) okazato sie¢ dwupunktowe zadanie
17., w ktorym nalezato obliczy¢ kwote pierwszej raty pozyczki, znajgc wielkoSc¢ tej pozyczki,
liczbe rat oraz zalezno$¢ miedzy kwotami kolejnych rat. Zdajgcy najczesciej zauwazali, ze
kolejne raty tworzg cigg arytmetyczny o réznicy r = —30, a kwota pozyczki jest sumg
osiemnastu poczatkowych wyrazow tego ciggu. Korzystali zatem ze wzorow na sume

n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego i zapisywali rbwnanie z jedng niewiadomg
a; (kwota pierwszej raty). Taki sposob rozwigzania jest przedstawiony w Przyktadach 1.
oraz 2.
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Przyktad 1.
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Czesto zdajacy, ktorzy podjeli probe rozwigzania tego zadania, btednie przyjmowali, ze ciag
kolejnych rat jest ciggiem arytmetycznym o roznicy 30 (Przykfad 3.).

Przyktad 3.
kusotox -p"um.u‘) ra&g~ ay
Qe Lot (81)350 N =910 |29
g

[

Lo 11350 =990

ai+155-49S
Q= §HS-A8Y

G,z +40

D&g Kad ot Qg«‘w\ow\:& rajrz) = A{O-T

Inny sposob rozwigzania zadania 17. (podobny do sposobu opisanego wyzej) bazuje na
rozpatrzeniu osiemnastowyrazowego ciggu arytmetycznego o réznicy r = 30, w ktorym

a, oznacza rate o najmniejszej wysoko$ci (cigg ,odwroconych” rat). Zastosowanie wzoru na
sume n kolejnych wyrazoéw ciggu arytmetycznego, zapisanie poprawnego rownania

z niewiadomg a, oraz rozwigzanie tego réwnania prowadzi do a; = 240. Dalej nalezy
zinterpretowac otrzymang liczbe jako kwote ostatniej raty i obliczy¢ pierwszg rate,
korzystajgc ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego.

Przyktad 4. ilustruje rozwigzanie, w ktérym zdajgcy rozpatruje cigg réznic bezwzglednych
poszczegolnych rat i raty pierwszej, oblicza wysoko$¢ najnizszej raty, a nastepnie wysokosc
pierwszej raty. Usterkg jest pominiecie sktadnika 450 w zapisie.

Przyktad 4.

R SR,
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Najwiekszg inwencjg tworczg wykazali sie ci zdajgcy, ktorzy ,odrzucili” wzory dotyczace
ciggow arytmetycznych. Ich rozwigzania bywaty nietypowe (Przykiad 5.).

Przyktad 5.
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W powyzszym rozwigzaniu kluczowe dla zdajgcego byto okreslenie $redniej kwoty jednej
raty. Zdajgcy otrzymat liczbe 495, a poniewaz znat réznice kolejnych rat rowng 30 oraz
wiedziat, ze jest parzysta liczba rat, wiec otrzymat wysokosci dwoch kolejnych rat: rate
dziesigtg (rowng 510 = 495 + 15) oraz rate dziewigtg (rowng 480 = 495 — 15).

Do zakonczenia rozwigzania pozostato zatem zapisa¢ wysokosci pozostatych szesnastu rat:
osmiu wyzszych od kwoty 510 zitotych i osmiu nizszych od kwoty 480 zitotych.
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Inne nietypowe podejscie do tego problemu prezentujemy w Przykiadzie 6., w ktérym
zdajgcy niemal po gaussowsku utozyt odpowiednie raty w 8 par. Suma kwot w kazdej parze

byta réwna 2a — 510. To utatwito dalej obliczenia.

Przyktad 6.

o
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W rozwigzaniach zdajgcych pojawiata sie srednia kwota raty rowna 495 ziotych, jednak nie
wszyscy potrafili poprawnie zinterpretowac te liczbe. Niewielu zdajgcych zauwazato, ze dla
osiemnastowyrazowego ciggu rat srednia kwota raty jest Srednig arytmetyczng wyrazéw

dziewigtego i dziesigtego (Przyktad 7.).

Przyktad 7.
e v it ™
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Jednym z nietypowych podejs¢ do rozwigzania zadania jest zdefiniowanie
osiemnastowyrazowego ciggu arytmetycznego o roznicy 30, lub tez (—30), o wyrazach
nieujemnych i obliczenie sumy wszystkich wyrazow tego ciggu. Jesli ta suma przewyzsza
kwote pozyczki, to poprzez zmniejszenie o odpowiednig kwote kazdej z rat mozna uzyskac
wysokosc¢ pierwszej raty. Jedli natomiast ta suma jest mniejsza niz kwota pozyczki, to
wysokosc¢ pierwszej raty mozna uzyskac poprzez zwiekszenie o odpowiednig kwote kazdej
z rat. Takg strategie rozwigzania prezentowali nieliczni.

W pracach wystepowaty btedy na réznych etapach rozwigzania zadania, poczgwszy od
btednego przeczytania tresci zadania i rozwazania oSmiu rat pozyczki zamiast osiemnastu,
poprzez btedng interpretacje ostatniej raty pozyczki az do braku refleksji nad otrzymanym
rozwigzaniem rownania. Tym btedom w czytaniu ze zrozumieniem oraz interpretaciji
otrzymanych wynikow towarzyszyty btedy w stosowaniu wzorow na sume n wyrazow ciggu
arytmetycznego oraz btedy rachunkowe.

Przyktad 8. ilustruje rozwigzanie, w ktérym zdajgcy rozpatruje sptate pozyczki z btedng liczbg
osmiu rat.

Przykiad 8.
Oblicz kwote pierwszej raty. Zapisz obliczenia. Qi 'j"l’ (n-a)er
SU0 AT D PR j@t&
(‘ 25
k A
Q , a q v A

Qp 2 G v (0-4)e(-20)
2240 - LA +(81)- [20) - XY
/2'/,'( - 10
Q2Fy5 = Ra + t(-%0)
22215 = 2&4—
CL,J* 42/13)75
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W kolejnym przykfadzie (Przyktad 9.) przedstawiono rozwigzanie, w ktérym zdajacy, po
zapisaniu poprawnego réwnania, skrécit licznik z mianownikiem i ,zapomniat”
o ilorazie/czynniku rownym 9. Mozna dyskutowa¢ nad tym, czy rzeczywiscie w trakcie

zapisywania odpowiedzi zdajgcy oceniat adekwatnos¢ otrzymanej kwoty pierwszej raty do
warunkéw zadania.

q {L»xi(_u_l:.
i.!w ,.4"'( W‘?) (30 ﬁ
m = m(%@)

9)0= z&,/ .
lmo- -

Dlp Ve e i 4T

W ponizszym rozwigzaniu (Przykfad 10.) zdajgcy btednie zatozyt, ze kwota pozyczki jest
réwna osiemnastemu wyrazowi ciggu rat. Zdajgcemu zabrakio refleksji nad tym, ze
otrzymana kwota pierwszej raty przewyzszyta kwote pozyczki.

Przykiad 10.

Olopa = eyt (T
e +(A§-N)-30)
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Przyktad 11. to rozwigzanie zdajgcego z typowym btedem rachunkowym w obliczeniu
iloczynu 30 -17. W tym rozwigzaniu pokutuje brak refleksji zdajgcego nad rzedem wielkoci
otrzymanego iloczynu.

Przyktad 11.
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Przyktad 12. to rozwigzanie, w ktérym zdajgcy uzyskuje wysokosc¢ pierwszej raty rowng
240 zt. Przy danych warunkach zadania jest to oczywiscie kwota zdecydowanie za niska,
lecz nie wzbudzito to zadnych podejrzeh u zdajgcego co do realnosci/poprawnosci
otrzymanego wyniku.

Przyktad 12.
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Przyktad 13. pokazuje wystepujgcy w rozwigzaniach zdajgcych btad, ktéry polega na
przyréwnaniu sumy rat do zera.

Przykiad 13.
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Kolejnym zadaniem, ktére sprawito trudnosci doktadnie potowie populacji zdajgcych (poziom
wykonania rowny 50%), byto jednopunktowe zadanie 19. Zadanie sprawdzato umiejetnosc
przeksztatcenia wyrazenia sin*a + sin®a - cos?a do prostszej postaci z zastosowaniem
tozsamosci sin? a + cos? a = 1. Stosunkowo niski poziom wykonania dla tego zadania
Swiadczy o tym, ze zdajgcy nie radzg sobie z wytgczaniem wspdlnego czynnika przed
nawias, szczegolnie w sytuacji, gdy w zadaniu wystepuje notacja funkgc;ji
trygonometrycznych.

Ktopot zdajgcym sprawity réwniez zadania 26. oraz 31.2. Oba zadania okazaty sie
umiarkowanie trudne dla zdajgcych (poziom wykonania tych zadan byt jednakowy i rowny
53%).

Zadanie 26. to czteropunktowe zadanie otwarte ze stereometrii, badajgce umiejetno$é
tworzenia pomocniczych obiektéw matematycznych na podstawie istniejgcych, w celu
przeprowadzenia argumentacji lub rozwigzania problemu. W tym zadaniu zdajgcy obliczali
objetos¢ oraz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego czworokatnego, majac
dang wysokos¢ Sciany bocznej oraz miare kata nachylenia tej wysokoséci do ptaszczyzny
podstawy ostrostupa. Obie informacje zostaty zilustrowane sugestywnym rysunkiem
poglagdowym. Na podstawie analizy rozwigzan zdajgcych mozna zauwazy¢, ze maturzysci
majg trudnosci z budowaniem poprawne;j strategii rozwigzania zadania kilkuetapowego.

W omawianym zadaniu zbudowaniu poprawnej strategii rozwigzania tego zadania sprzyjata
wigczona do tresci zadania ilustracja graficzna, na ktdrej zaznaczono trojkat prostokagtny

o katach 30°,60°,90°, stanowigcy ,potowe” tréjkgta réwnobocznego o boku rownym 6.
Oczekiwano, ze po analizie wtasnosci tego trojkata albo tez po zastosowaniu definicji sinusa

i cosinusa podanego kata 30° oraz uwzglednieniu podanej dtugosci przeciwprostokatnej tego
trojkata, zdajgcy poda lub obliczy wysokos$¢ ostrostupa oraz poda lub obliczy dtugos¢ odcinka
taczagcego Srodek krawedzi podstawy ze spodkiem wysokosci ostrostupa i stgd uzyska dtugosc
krawedzi podstawy. Nastepnie, majac juz wysokosc¢ bryly i dtugos¢ krawedzi podstawy, obliczy
objetos¢ tego ostrostupa, a po wigczeniu do obliczen podanej wysokosci Sciany bocznej,
obliczy pole powierzchni catkowitej tej bryly. Tak tez postepowali zdajgcy, ktérzy poprawnie
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rozwigzali to zadanie (Przykfad 14.). Warto zwrdci¢ uwage na to, ze zdajgcy rozpoczat
rozwigzanie zadania od wtasnego szkicu trojkgta wyréznionego na rysunku w tresci zadania,
po czym, rozwigzujac ten trojkat, pokonat kluczowy etap, ktéry umozliwiat dalej obliczenie
objetosci i pola powierzchni catkowitej.

Przyktad 14.
bjlack 30769199, xottem
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V=4-€53)"- 3 =(G3) = 3¢-3= 108
V=408

6.;\-.: fo + 4'ﬁuc Po;\so: »{2{'6"5'6: 4843
P = (GIBY' + G-48J2 = 108+ ¥243

Pop.= 408+ 823
M

Rozwigzanie trojkgta wyrdznionego na rysunku w tresci zadania byto dla wielu zdajgcych
barierg, a popetnione na tym etapie rozwigzania btedy skutkowaty niepoprawnymi
obliczeniami koncowymi, jak miato to miejsce w ponizszym rozwigzaniu (Przyktad 15.).
Zdajacy podat poprawng wysokos$c¢ ostrostupa oraz btedng dtugos¢ przyprostokatnej lezgcej
przy kacie o mierze 30°, czyli potowe dtugosci krawedzi podstawy. Dalej rozpatrzyt tréjkat
prostokatny o bokach 3v2, aTﬁ % i po zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa otrzymat
(pewnie zgodnie ze swoimi przewidywaniami) dtugosé krawedzi podstawy ostrostupa rowng
6v/2. Ten zdajgcy popetnit rowniez btad przy obliczaniu pola powierzchni catkowitej ostrostupa
(»hiepotrzebny” czynnik 2).
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Przyktad 15.
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Kolejne rozwigzanie (Przykfad 16.) ilustruje brak refleksji zdajgcego nad otrzymanym wynikiem
czgstkowym. Btedna definicja sinusa kata ostrego skutkowata otrzymaniem przyprostokatnej,

ktéra jest dwa razy diuzsza od przeciwprostokatnej tego tréjkata prostokatnego.

Przyktad 16.

@

J
N
ST R 0

SR L W N

“
' fiffij!’

A0
.

B

IS

S .t O
o«
9 ¥

-0
L

s

Strona 27 z 97

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA



Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

Zdajgcemu, ktérego rozwigzanie przedstawiono w Przykfadzie 17., zabrakto umiejetnosci
poprawnej interpretacji danych oraz umiejetnosci rozwigzywania tréjkgtéw prostokatnych.
Btednej analizie dtugos$ci bokéw trojkata prostokgtnego towarzyszg btedne obliczenia pola
jednej $ciany boczne;.

Przyktad 17.
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Wsrdd btednych rozwigzan wystepowaty tez takie, w ktérych zdajgcy mylili wkasnosci
miarowe trojkata prostokgtnego o katach 30°, 60°, 90°. Efektem tego byta ,zamiana”
wysokosci ostrostupa z potowg diugosci krawedzi podstawy (Przyktad 18.). W tym
przyktadzie warto tez zwréci¢ uwage na to, ze zdajgcy potrzebowat twierdzenia Pitagorasa
zastosowanego do trojkata prostokagtnego OBC, zawartego w podstawie ostrostupa, tylko po
to, aby przekonac sie o dtugosci krawedzi podstawy ostrostupa, mimo ze analiza trojkata
COF pozwalata na natychmiastowe wyciggniecie takiego wniosku. Optymalizowanie liczby
czynnosci potrzebnych do rozwigzania zadania moze mie¢ miejsce wtedy, gdy rozwigzanie
jest poprzedzone planem postepowania.

Przyktad 18.

Oblicz objetosé¢ i pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa. Zapisz obliczenia.
vifee V= bp- 5w = Fp ol fe B
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O tym, ze poprawna analiza wtasnosci zaznaczonego trojkata prostokatnego moze zostac
zniweczona witgczeniem do rozwigzania niepoprawnej definicji ostrostupa prawidtowego,
przekonuje kolejne przedstawione rozwigzanie (Przykfad 19.). Po poprawnym wstepie

i obliczeniu dtugosci odcinkéw EO i OH zdajgcy wprowadzit do rozwigzania dodatkowo
btedng definicje ostrostupa, co spowodowato, ze sciany boczne tego ostrostupa zostaty
uznane przez zdajgcego za przystajgce trojkaty rownoboczne. Wskutek tego kolejne
obliczenia nie tylko staty sie btedne, ale i sprzeczne z poczatkowymi.

Przyktad 19.
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W nastepnym rozwigzaniu (Przyktad 20.) chcemy zwréci¢ Panstwa uwage nie tyle na btedng
dlugosc¢ krawedzi podstawy ostrostupa, ale na przyjmowane przez zdajgcych rézne
oznaczenia powierzchni bocznej we wzorze na pole powierzchni catkowitej ostrostupa.
Zdajacy zapisat zaleznoS¢ P, = P, + 4 - P,, mimo ze z dalszego rozwigzania wynika, ze
nalezato zapisac raczej P, = P, + 4 - P,. Ustalone zasady oceniania byly sformutowane tak,
aby premiowac¢ prawidtowe obliczanie pola powierzchni catkowitej, bez kwestionowania
prawdziwosci zapisywanych wzorow. Warto jednak przy okazji rozwigzywania zadan zwrécic
uwage na odréznianie poprawnego P, od niepoprawnego 4 - P.

Przyktad 20

Dwa kolejne rozwigzania (Przyktad 21. i Przyktad 22.) pokazujg, ze zdajacy wprowadzali do
rozwigzania btedne zatozenie o tym, ze Sciany boczne sg trojkgtami rownobocznymi,
niezaleznie od tego, czy wczesniej zostata obliczona dtugo$¢ krawedzi podstawy ostrostupa
(lub jej potowa), czy tez nie. Zauwazamy tez, ze obydwaj zdajgcy uzywajg oznaczenia P,
dla pola jednej sciany boczne;.

E(E)mlgj\ll\.NA Strona 31 z 97

EGZAMINACYJNA




Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

Przykiad 21.
P l\Qb« 99
V: 5. QQ.“ -.‘ G
N DN
.2,
A 3 T Vi
NEUORIEPE, BLwk
Poz\uf) = ug i

Pz WAL Y U3 = ugd vl (%)
VA3 ug) b ud (i)

Przyktad 22.
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Zadanie 31.2. badato umiejetnos¢ rozwigzania zadania optymalizacyjnego w sytuacji dajgce;j
sie opisac funkcjg kwadratowa. Zdajgcy poszukiwali odpowiedzi na pytanie o najwiekszag
liczbe klientéw pewnej apteki oraz o okreslenie, ktérego dnia rozwazanego okresu ta
najwieksza liczba klientéw miata miejsce. W tym zadaniu zdajgcy nie budowali modelu
matematycznego sytuacji opisanej w zadaniu, aby nastepnie bada¢ wiasnosci tego modelu.
Majgc podany wzor funkcji, mogli od razu przystgpi¢ do obliczenia (wskazania) argumentu,
dla ktérego funkcja kwadratowa przyjmuje najwiekszg wartos¢ oraz do obliczenia wartosci
funkcji, odpowiadajgcej temu argumentowi. Wykorzystywali do tego wzory na wspotrzedne
wierzchotka paraboli bedgcej wykresem tej funkcji albo wtasnosci funkcji kwadratowe;j.

W szczegolnosci wazng wtasnosé, jakg jest istnienie osi symetrii paraboli.

Zadanie 31.2. byto drugim zadaniem w wigzce, poprzedzita je preambuta, w ktérej podano
wzor funkcji kwadratowej, opisujgce;j liczbe klientow obstugiwanych w pewnej aptece

w okresie 30 dni oraz zadanie zamkniete 31.1., typu prawda-fatsz, w ktérym zdajacy
analizowali prawdziwos¢ dwdch zdan dotyczacych liczby klientow tej apteki i tym samym
zapoznawali sie z podanym wzorem funkcji kwadratowej. Interpretacja i skorzystanie

z podanego wzoru funkciji kwadratowej w zadaniu 31.1. bylo nieznacznie tatwiejsze dla
zdajgcych — poziom wykonania tego zadania byt rowny 57%.

Przyktad 23.

Zadanie 31.2. (0-2)
Ktérego dnia analizowanego okresu w aptece obstuzono najwigkszg liczbe klientow?
Oblicz liczbe klientéw obstuzonych tego dnia. Zapisz obliczenia.
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W powyzszym rozwigzaniu (Przykfad 23.) zdajacy dobrze poradzit sobie z obydwoma
pytaniami. Zwro¢my uwage, ze po obliczeniu pierwszej wspotrzednej wierzchotka paraboli
zdajacy od razu skorzystat z podanego wzoru funkcji i obliczyt L(11). Nie korzystat ze wzoru
na drugg wspotrzedng wierzchotka paraboli. Poprawnemu rozwigzaniu towarzyszyta i byta
pomocna ilustracja graficzna. Rozwigzanie zdajgcego z ponizszego Przyktadu 24. byto
jeszcze bardziej lakoniczne.

Przykiad 24.
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Obliczajgc drugg wspoétrzedng wierzchotka ze wzoru g = ;—2, zdajacy mieli nieco diuzszag

droge do pokonania niz w przypadku obliczania wartosci L(11). Ponadto mogto zabrakng¢
czasu na refleksje nad wielkoscig otrzymanej liczby (Przyktad 25.).

Przykiad 25.
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Poniewaz zadania z tego arkusza rozwigzywali takze ci zdajgcy, ktérzy wybrali matematyke
jako przedmiot dodatkowy na egzaminie maturalnym, wiec nie nalezy sie dziwic, ze niektorzy
z nich wprowadzali elementy rachunku rézniczkowego do rozwigzania tego zadania
(Przyktad 26.). Rozwazana funkcja jest funkcjg kwadratowg. Obliczona przez zdajgcego
warto$¢ argumentu n = 11 jest jedyng, dla ktorej pochodna funkcji L przyjmuje wartosc
zero i ktéra spetnia podane warunki n > 1 i n < 30. Jest wiec jedynym maksimum
lokalnym, a zatem miejscem, gdzie ta funkcja przyjmuje najwiekszg wartos¢.

Przyktad 26.
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W grupie zdajgcych postugujacych sie pochodng funkcji mozemy odnalez¢ rowniez
rozwigzania, w ktoérych zdajgcy nie odpowiedzieli na oba pytania (Przyktad 27.).

-é ‘

Przykiad 27.
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Nie dla wszystkich zdajgcych obliczenie wspotrzednych wierzchotka paraboli byto naturalng
drogg znalezienia poprawnej odpowiedzi na pytanie o najwiekszg wartos¢ funkcji
kwadratowej. Podczas sprawdzania prac egzaminatorzy zauwazyli sporo rozwigzan,

w ktorych zdajacy ,przeszukiwali” wartosci podanej funkcji wedtug jej argumentéw.

W Przyktadzie 28. zdajgcy oblicza wartosci funkcji L dla kilku wybranych argumentéw.
Zauwaza, ze dla n = 10 oraz n = 12, lezgcych w jednakowej odlegtosci od osi symetrii
paraboli, funkcja przyjmuje te same wartosci i na tej podstawie wnioskuje, ze najwiecej
klientow obstuzono jedenastego dnia. Zdajgcy wskazat odpowiedz i obliczyt poprawnie
wartos¢ L(11) = 400.

Przyktad 28.
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Wsréd btednych rozwigzan tego zadania niemato byto takich, w ktorych zdajgcy zakfadali, ze
w podanej dziedzinie funkcja L jest rosngca, obliczali zatem L(30) i zapisywali odpowiedz.
Przy tym czesto byta to odpowiedz 1839 klientdw, co oznacza, ze zdajgcy dodatkowo
popetniali btgd podczas potegowania, zaktadajac, ze —30% = (—30)2. W tego typu btednych
rozwigzaniach zabrakto przede wszystkim sprawdzenia, jakie jest potozenie wierzchotka
paraboli bedgcej wykresem tej funkcji. W rozwigzaniu zamieszczonym ponizej (Przykiad 29.)
zdajacy, obliczyt wartosci L(4), L(1) oraz L(2), po czym prawdopodobnie tylko utwierdzit
sie w przekonaniu, ze L(30) jest poszukiwang liczba.

Przyktad 29.
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Brakiem wiedzy o wiasnoséciach funkcji kwadratowej trzeba nazwac zupetnie przypadkowe
przeszukiwania argumentow, ktére zdarzaty sie w pracach wielu zdajgcych. Oto jedno
z takich btednych rozwigzan (Przyktad 30.).

Przyktad 30.
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Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najlepiej

Tegoroczni maturzysci najlepiej opanowali umiejetnosci:

1. obliczania wyrazoéw ciggu okreslonego wzorem ogélnym

2. odczytywania z wykresu funkcji przedziatbw monotonicznosci

3. odczytywania z wykresu funkcji dziedziny

4. stosowania uktadow réwnan do rozwigzywania zadan tekstowych.

Najtatwiejszym zadaniem w arkuszu dla poziomu podstawowego (poziom wykonania — 95%)
okazalo sie zadanie 15., w ktérym zdajgcy obliczali czwarty wyraz ciggu liczbowego,
ktérego n-ty wyraz byt podany wzorem. Nizszy o jeden punkt procentowy poziom wykonania
odnotowano w zadaniu 12.3., w ktérym zdajgcy odczytywali z wykresu funkcji podanego

w tresci zadania przedziat, w ktérym funkcja jest malejgca. W zadaniu 12.1. zdajgcy
odczytywali z podanego wykresu dziedzine funkcji. Poziom wykonania tego zadania byt
réowny 91%. Przypominamy, ze zadanie 12. byto wigzkg trzech zadan zamknietych. Poziom
wykonania trzeciego zadania z tej wigzki (12.2.) byt juz wyraznie nizszy i byt réwny 64%.
Zadanie 12.2. polegato na odczytaniu z wykresu najwigkszej wartosci funkcji w podanym
przedziale domknietym. Taki sam poziom wykonania (91%), jak w zadaniu 12.1., zdajgcy
osiggneli w zadaniu 11. To dwupunktowe zadanie polegato na rozpoznaniu i wskazaniu
dwoch poprawnych uktadéw réwnan, ktére opisujg podany obwdd prostokata oraz podang
réznice dtugosci jego bokow.

Cztery wymienione zadania zamkniete majg bardzo wysokie wskazniki poziomu wykonania,
co naturalnie cieszy. Z drugiej strony trzeba jednak pamieta¢, ze trzy z nich nie wymagaty od
zdajgcych wykonania jakichkolwiek obliczen, a jedynie odczytywania z podanego wykresu
podstawowych wtasnosci funkcji (dziedzina, przedziaty monotonicznosci) lub tez wskazania
poprawnego modelu matematycznego, opisujgcego dwie wiasnosci prostokata.

Warto réwniez zwrdci¢ uwage na to, ze wsréd 27 zadan zamknietych w arkuszu byto 17
zadan tatwych dla zdajgcych (poziom wykonania od 70% do 89%). W szczegdlnosci zdajacy
dobrze poradzili sobie z zadaniem 4. (poziom wykonania — 89%), ktére badato umiejetnosci
wykonywania dziatan na logarytmach oraz z zadaniem 27. (poziom wykonania — 88%),

w ktérym zdajgcy wnioskowali o wielokgcie w podstawie ostrostupa, majgc informacje

o stosunku liczby wierzchotkow i liczby krawedzi tej bryty. Odnotujmy jeszcze, ze stosunkowo
wysoki poziom wykonania (85%) majg zadania zamkniete nr 10 i nr 16. W zadaniu 10.
zdajgcy rozpoznawali uktad réwnan liniowych, ktérego interpretacja graficzna byta
przedstawiona na rysunku, natomiast w zadaniu 16. zdajgcy obliczali wartoS¢ wyrazenia,
ktore byto rowne trzeciemu wyrazowi ciggu geometrycznego, majgc dane wyrazy pierwszy

i drugi tego ciggu.

W grupie siedmiu zadan otwartych z tego arkusza znalazty sie dwa zadania, ktore byty tatwe
dla zdajacych. W zadaniu 9. (poziom wykonania — 77%) zdajgcy rozwigzywali rbwnanie
wielomianowe stopnia trzeciego, a w zadaniu 22. (poziom wykonania — 75%) obliczali pole
trojkata prostokgtnego, majgc dane diugosci przyprostokatnych jednego trojkata,
przeciwprostokatng drugiego tréjkata oraz informacije, ze te tréjkaty sg podobne.
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Problem pod lupa — dowéd algebraiczny — podzielnosé liczb

W majowym arkuszu egzaminacyjnym dla poziomu podstawowego zadaniem otwartym,
ktére badato umiejetno$¢ przeprowadzenia rozumowania i argumentaciji (IV obszar wymagan
ogolnych) byto zadanie 3. Przypomnijmy jego tres¢:

Zadanie 3. (0-2)
Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba (2n + 1)? — 1 jest podzielna
przez 8.

Zadanie dotyczgce podzielnosci w zbiorze liczb catkowitych nie mogto by¢ zaskoczeniem dla
zdajacych egzamin maturalny z matematyki. Podstawa programowa matematyki
zapowiadata w zakresie wymagan szczegotowych, ze zdajacy ,przeprowadza proste dowody
dotyczgce podzielnosci liczb catkowitych i reszt z dzielenia nie trudniejsze niz dowéd
podzielnosci przez 24 iloczynu czterech kolejnych liczb naturalnych”.

Warto tez przypomniec, ze podzielnosc liczb catkowitych byta tematem zadan
egzaminacyjnych w trzech kolejnych arkuszach, poprzedzajgcych majowy egzamin
maturalny. Oto w arkuszu pokazowym, opublikowanym 4 marca 2022 r., zdajgcy otrzymat do
rozwigzania nastepujace zadanie:

Zadanie 9. (0-2)
Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej nieparzystej n liczba n? + 2023 jest podzielna
przez 8.

W tescie diagnostycznym, opublikowanym 29 wrzesnia 2022 r., temat podzielnosci
w zbiorze liczb catkowitych byt reprezentowany w nastepujgcym zadaniu:

Zadanie 26. (0-2)
Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 10n? + 30n + 8 przy dzieleniu
przez 5 daje reszte 3.

| wreszcie w tescie diagnostycznym, opublikowanym 14 grudnia 2022 r., umiejetno$¢
przeprowadzenia rozumowania byta sprawdzona zadaniem nastepujgcym:

Zadanie 14. (0-2)
Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 5n% + 15n jest podzielna przez 10.

Nietrudno zauwazy¢, ze liczba punktow, zaproponowana w kazdym z tych zadan, wynikata
z istnienia naturalnych dwdch etapdéw ich rozwigzania. Pierwszy etap polegat na zapisaniu
kazdej z rozwazanych liczb w postaci dogodnej do wnioskowania, drugi etap polegat na
zapisaniu argumentéw uzasadniajgcych teze kazdego z tych twierdzen.
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Wroémy zatem do zadania 3. z majowego arkusza egzaminacyjnego, w ktérym zdajgcy
dowodzili podzielnosci przez 8 liczby postaci (2n + 1)? — 1, dla kazdej liczby naturalne;

n > 1. Zdajgcy musieli rozstrzygngé dwie kwestie. Po pierwsze, do jakiej postaci nalezy
przeksztatci¢ podane wyrazenie, aby nastepnie méc wyprowadzic i zapisac trafne, poprawne
argumenty, uzasadniajgce teze tego twierdzenia. Po drugie, na jakich zmiennych bedzie
prowadzone uzasadnienie: czy na zmiennej n podanej w tresci zadania, czy moze bedzie
trzeba wprowadzi¢ dodatkowe zmienne. Chodzi, na przykfad, o sytuacje wymagajgce
oddzielnego rozwazania przypadkéw liczb parzystych i nieparzystych.

Sprobujmy odniesé sie do obydwu kwestii, analizujgc rézne sposoby rozwigzania tego
zadania oraz ilustrujgc te rozwigzania oryginalnymi zapisami zdajgcych. Dla uzasadnienia
podzielnosci przez 8 liczby (2n + 1)? —1 wygodne byto przeksztatcenie tej liczby do
postaci 4n(n + 1), a nastepnie zapisanie, ze iloczyn n(n + 1) jest liczbg parzystg jako
iloczyn dwdéch kolejnych liczb naturalnych.

Zdajacy w ponizszym rozwigzaniu (Przyktad 31.) dobrze uzasadnit prawdziwos¢ tego
twierdzenia. Zgodnie z ustalonymi zasadami oceniania rozwigzan tego zadania, do
uzyskania dwéch punktéw wystarczyto, aby zdajgcy zauwazyt i zapisat, ze rozwaza dwie
kolejne liczby naturalne.

Przyktad 31.
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Przyktad 32. rowniez ilustruje w petni poprawne rozumowanie.

Przykiad 32.
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Inaczej natomiast jest w rozwigzaniu zamieszczonym ponizej (Przyktad 33.), w ktorym
zdajacy nie podat zadnego argumentu, $wiadczgcego o tym, Ze liczba postaci 4n(n + 1)
jest podzielna przez 8. Moze to $wiadczy¢ o tym, ze tatwo wynikajgca z postaci iloczynu

dwdch kolejnych liczb naturalnych parzystos¢ liczby nie jest naturalna dla zdajgcych w jej
stosowaniu.

Przyktad 33.
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VI LiJ? bbby liabs nlnet) ok pudcelin

P'-&C‘L

Niektérzy zdajgcy mocno koncentrowali sie na tym, aby pokazaé, ze podzielnos¢ danej liczby
przez 8 wymaga przedstawienia tej liczby w postaci iloczynu czynnikéw, z ktérych jeden jest
doktadnie rowny 8. Zdajacy w przykfadzie ponizej (Przyktad 34.) zrobit to poprawnie,
omijajgc dogodng do wnioskowania posta¢ 4n(n + 1).

Przyktad 34.
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W rozwigzaniu zamieszczonym ponizej (Przykiad 35.) byto juz nieco gorzej. Zdajacy takze
omingt wyrazenie 4n(n + 1) i wytgczyt czynnik rowny 8 przed nawias. Zapisany komentarz
zdajgcego w odniesieniu do liczby n? + n wydaje sie by¢ dos¢ watpliwy, dlatego ze ta
posta¢ wymaga innego sposobu uzasadniania.

Przyktad 35.
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| jeszcze jedno podobne rozwigzanie (Przyktad 36.). Zdajgcy nie zwrocit uwagi na btad
popetniony przy stosowaniu wzoru na kwadrat sumy dwdch wyrazen.

Przyktad 36.
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Inny sposob uzasadnienia prawdziwosci tego twierdzenia polegat na przeksztatceniu liczby
(2n+ 1)?2 — 1 do postaci 4(n? + n). Zdajgcy musiat tym razem uzasadnic¢, ze liczba n* +n
jest parzysta, ale bez przeksztatcania liczby do postaci n(n + 1). Wymagato to rozwazenia
dwodch przypadkow: dla n bedgcego liczbg parzystg oraz dla n bedgcego liczbg
nieparzystg. Rozwigzanie przedstawione w Przykfadzie 37. ilustruje takg wtasnie sytuacje.

Strona 42 z 97




Sprawozdanie za rok 2023

Przyktad 37.
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Zauwazmy teraz, ze liczbe (2n + 1)?2 — 1 mozna byto zapisa¢ w postaci iloczynu dwdch
kolejnych liczb parzystych: (2n + 1)? — 1 = 4n? + 4n = 2n(2n + 2). Wystarczyto w takiej
sytuacji zauwazyc, ze wsréd dwoch kolejnych liczb parzystych jedna jest liczbg podzielng
przez 4. Poprawng realizacje dowodu takim sposobem przedstawia Przyktad 38. Dodajmy
od razu, ze niewielu zdajgcych podczas przeksztatcania podanej liczby w ogole zauwazato
iloczyn dwéch kolejnych liczb parzystych i swoje przeksztatcenia konczyli inng postacig
danej liczby.
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Przyktad 38.
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Pokazane powyzej sposoby uzasadnienia podzielnosci podanej liczby przez 8 majag
wspdlng ceche. Uzasadnienia mogg byé prowadzone bez wprowadzenia do rozwigzan
nowych zmiennych, nawet w sytuacji, w ktérej zdajgcemu przychodzito rozpatrywanie dwoéch
przypadkéw (n parzystego oraz n nieparzystego). Zdajgcy w ponizszym rozwigzaniu
(Przyktad 39.) tak wtasnie postgpit.

Przyktad 39.
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Nietrudno sie domysli¢, ze nie zawsze zdajgcy tak prowadzili rozumowania.

W zamieszczonym ponizej rozwigzaniu (Przyktad 40.) zdajgcy nie zauwazyt dogodnej do
wnioskowania postaci iloczynu dwéch kolejnych liczb naturalnych i rozpatrywat dwa
przypadki: n nieparzystego oraz n parzystego. Co wiecej, wprowadzit do dowodu tego
twierdzenia dodatkowe oznaczenia, n = 2k + 1 oraz n = 2k. Ten zdajgcy zdawat sobie
doskonale sprawe, ze takie podstawienie wymaga dopisania dodatkowego zatozenia,
opisujgcego zbiér, do ktérego nalezy liczba k. W tym przypadku to zbiér liczb naturalnych
(dla n = 2k + 1) lub nawet zbidr liczb naturalnych dodatnich (n = 2k).

Przyktad 40.
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Ustalone zasady oceniania zawieraty jednoznaczny zapis i nie przewidywaty przyznawania
maksymalnej punktacji za rozwigzania, w ktorych brakowato odpowiedniego opisu zbioru
liczb, do ktdérego nalezy nowa zmienna stosowana w dowodzie.
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W przypadku zadania na dowodzenie pojawiaty sie rozwigzania ,na skroty”. Zdajgcy mieli
przed oczyma teze twierdzenia i czasem zbyt tatwo gubili sie w ocenie poprawnosci zapiséw
swoich uzasadnien. W ponizszym rozwigzaniu (Przyktad 41.) zastanawia¢ moze fatwosc,

z jaka przyszto zdajgcemu sformutowanie ,cechy podzielnosci” przez 8. By¢ moze ten
zdajgcy oraz wielu innych zbyt szybko prébowali kopiowaé ceche podzielnosci przez 6.

W chwili, w ktorej zapisywali te btedng wtasnosc¢, prawdopodobnie nie zastanawiali sie nad
kontrprzyktadem, ktéry obala te ,wlasnos¢”, np. nad liczbg 20.

Przyktad 41.
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W zadaniach na dowodzenie zwykle mamy do czynienia z pewng liczbg prac, w ktérych
zdajacy jedynie sprawdzajg, ze twierdzenie jest prawdziwe dla wybranych wartosci
zmiennych. Oto jedno z takich rozwigzan (Przykfad 42.). Naturalnie w zasadach oceniania
majowego arkusza zostata zapisana uwaga o przyznawaniu zera punktow za takie
rozwigzania.

Przyktad 42.
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Na zakohczenie tej czesci chcemy przedstawi¢ dwa nietypowe rozwigzania zdajgcych.
Pokazujg one, ze egzamin moze by¢ okazjg do zaprezentowania sporych umiejetnosci
matematycznych. Czas trwania egzaminu pozwala niektérym zdajagcym na prowadzenie
dtugich rozwazan.

Pierwsze rozwigzanie (Przyktad 43.) pokazuje swobode zdajgcego w postugiwaniu sie
jezykiem kongruenciji. W koncowym fragmencie pojawia sie drobna usterka, jednak nie ma to
wplywu na maksymalng ocene rozwigzania.

Przykiad 43.
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Drugie rozwigzanie (Przykiad 44.) zawiera zapisy nieoczywiste. Zdajacy zatozyt na poczatku,
ze bedzie w dowodzie rozwazat liczbe k, podzielng przez 8. Przeksztatcit podang liczbe do
postaci 4k(k + 1), otrzymujac iloczyn bedgcy wielokrotnoscig liczby 8. Nastepnie, majac
swiadomosc tego, ze przy dzieleniu liczby catkowitej przez 8 mozemy otrzymac reszty
réwne kolejno: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, zdajgcy rozpatrywat kazdg z siedmiu reszt i uzasadnit
podzielnos¢ przez 8 otrzymanej liczby.

Przyktad 44.
T: w2 d | weN' ;T nad) -4 pae. prac €

MY 2 dubewmio pay € A IEI'?:‘H,E]EI':{-
W~ Wb pode . P B

@k 4D =Lz e {4+ e -4 = Yle(krd)

| poda. prrt § (14
AR A 2

S(AURE-D D = GeFouk th-= GRA k<)
- (Ll -2) ) (- l{i&;rt.:'umwﬂ = YRk -2)+8
(k3 HOY - L= UkP o L0k #2€ o = Yl -5) ¢ B
(R0 A - = ik o280 v = Yk (W -F)4 €06
(2SN = WK - B+ 90 = Lk (k-3) 1§ {0
(2l -t - { = e -k #420= Yl (k-£)+ 8 (S
(A (k- DedS - f = b= G2t (68 = Yk (k- 15) 18U
(=% (ko8] -8y le-t) (e (e -2 e - 1) ke P g
C WEAN] ke fteby wepeo p&@
P g b om0 e
Mﬂigé K () v &,y
e poot. ,:5'; &
M%? y 2] Wﬂ&giﬁ;’ gm § gert

chede

Strona 48 z 97




Sprawozdanie za rok 2023

Analiza jakosciowa zadan — poziom rozszerzony
Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najstabiej

Na poziomie rozszerzonym nadal najwiecej trudnosci maturzysci majg z rozwigzywaniem
zadan sprawdzajgcych umiejetnosci z obszaru Rozumowanie i argumentacja,

w szczegolnosci przeprowadzaniem kilkuetapowego rozumowania wraz z podaniem
argumentéw uzasadniajgcych poprawnos¢ jego prowadzenia. O prowadzeniu rozumowania
Swiadczy fakt, ze zdajgcy wyjasniania, dostrzega zwigzki, zaleznosci i prawidtowosci,
dostrzega podobienstwa miedzy obiektami, zdarzeniami, pojeciami, wykorzystuje
prawidfowosci, uogolnia, uzasadnia, dobiera trafne argumenty, stosuje trafne obiekty
matematyczne, reprezentacje i narzedzia matematyczne oraz zapisuje dowdd.

Przeanalizujmy zatem poprawne sposoby rozwigzan oraz btedy, jakie wystgpity w czterech
zadaniach o najnizszych wskaznikach tatwosci.

Najtrudniejszym zadaniem dla tegorocznych maturzystéw byto zadanie 5., o czym $wiadczy
niski poziom wykonania tego zadania — 36%. Wymagato ono od zdajgcych udowodnienia, ze
diugosc¢ odcinka ND, zawartego w wysokosci BD opuszczonej z wierzchotka kata prostego
trojkata prostokatnego ABC o danym kacie ostrym 60°, ma dtugosé v3 + 1.

Zdajacy wybierali rézne drogi rozumowania. Najczesciej maturzysci przeprowadzali dowod
z wykorzystaniem twierdzenia sinusow. Obliczali dlugosci odcinkow: |AD| =2, |AB| =4
i |BD| = 2+/3 oraz miary katow wewnetrznych trojkgta BNK: 30°, 45°, 105°. W kolejnym

kroku obliczali sin105°, stosujgc wzor na sinus sumy katow. Nastepnie, stosujgc twierdzenie

sinusow dla tréjkgta BNK, zapisywali rownos¢ _lB—Klo = l_B—Nlo . Stad po przeksztatceniach
sin105 sin45

otrzymywali |BN| = +/3 — 1. Dalej zauwazali, ze |[ND| = |BD|— |BN| i po podstawieniu
odpowiednich wartosci otrzymywali teze.

Liczna grupa zdajgcych przeprowadzita petne rozumowanie analogicznym sposobem, ale
z wykorzystaniem twierdzenia sinusow dla trojkgta BLN.

Przyktadem 1R. ilustrujemy petny dowdd przeprowadzony takim sposobem.
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Przykfad 1R.
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Drugi z najczesciej obieranych sposob dowodu polegat na wykorzystaniu twierdzenia
o polach figur rownowaznych. Maturzysci rozwigzujgcy zadanie tym sposobem obliczali
dtugosc¢ odcinka BD, miare kata NBL oraz miare kata KBN. Nastepnie zauwazali, ze pole

trojkata KBL (réwne %)jest sumg pol trojkgtéw BLN oraz KBN i zapisywali rownosc

~-|BL| - |BN| - sin60° + - |BN| - |BK| - sin30° = - . Z tej réwnosci wyliczali dlugos¢ odcinka
BN. Teze otrzymywali po zauwazeniu, ze dtugosé odcinka ND jest réznicg diugosci odcinkow
BD oraz BN.

Przyktad 2R. ilustruje taki sposéb rozwigzania.

Przyktad 2R.
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Liczna grupa zdajgcych w rozwigzaniu skorzystata z twierdzenia cosinusow.
Maturzysci rozwigzujgcy zadanie tym sposobem dwukrotnie zastosowali twierdzenie
cosinuséw do trojkatow KBN oraz BLN i otrzymali rGwnosci

IBN|? = |BK|? + |[KN|? — 2 - |BK| - |KN| - cos45°
|IBN|? = |BL|?> + |LN|* — 2+ |BL| - [LN| - cos45°
oraz
|KN|? = |BK|? + |BN|? — 2 - |BK| - |BN| - c0s30°
ILN|? = |BL|?> + |[BN|?> — 2 - |BL| - |BN| - cos60°
Po uwzglednieniu danych |BK| = |BL| = 1 i dodaniu stronami réwnan otrzymali rownosci

2-|BN|? = |[LN|? + |KN|?
oraz
ILN|?> + |KN|> =2+ 2 |BN|?> — |BN| - /3 — |BN|.

Nastepnie po przeksztatceniach otrzymali rownanie z jedng niewiadomg

2-|BN|> =2+ 2-|BN|?> — |BN|-+/3 — |BN]|.
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Z tego réwnania obliczali dlugos¢ odcinka BN. Nastepnie zapisywali zwigzek
IND| = |BD| — |BN| i stad otrzymywali teze.

Przyktadem 3R. ilustrujemy rozwigzanie sposobem z wykorzystaniem twierdzenia cosinusow.

Przyktad 3R.
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Ten zdajgcy, pomimo poprawnego rozumowania i poprawnych przeksztatcen, nie otrzymat

tezy, a wystarczyto zauwazy¢, ze V4 — 2+/3 = /(\/§ - 1)2 =|[vV3—-1|=+v3-1istad

IND| =3 +1

Nalezy podkresli¢, ze wsrod maturzystow zdarzajg sie osoby poszukujgce wtasnych
sposobow rozwigzan, prowadzgce nieschematyczne rozumowanie. Kolejnymi trzema
przyktadami ilustrujemy takie nieszablonowe rozwigzania, potwierdzajgce umiejetnosc
stosowania trafnych obiektow matematycznych i ich reprezentacji, dobierania trafnych
argumentow oraz zapisywania dowodu.

Niektérzy zdajgcy dorysowali na rysunku prostg réwnolegtg do odcinka KL przechodzaca
przez D, co znaczgco utatwito im przeprowadzenie pethnego dowodu — w rozwigzaniu
skorzystali z podobienstwa trojkatow BLN i BGD (Przykiad 4R.).

Przyktad 4R.

K {8/
\’>’ N
I?S (-r» ™ K\G 397

5 wﬁr——tpf// c

1

Wykaz, ze |IND| =3 + 1.

(BK[= |asl -1

lpkl =

/ 7o ol
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Jeszcze inni zdajgcy rowniez dorysowali utatwiajgcy element na rysunku (ale inny niz

w poprzednim sposobie). Ci maturzysci poprowadzili prostg rownolegtg do BC
przechodzgcag przez punkt K, obliczyli boki otrzymanego trojkata prostokatnego o kgtach
ostrych 30°,60°, skorzystali z podobienstwa tréjkatéw i otrzymali teze (Przyktad 5R.).

Przyktad 5R.
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Wsrdd rozwigzan znalazly sie i takie, w ktorych zdajgcy dorysowali odcinek réwnolegty do
boku BC przechodzacy przez punkt N i korzystali w dowodzeniu z wtasnosci trojkata
réwnobocznego (jego potowy) oraz rownoramiennego trojkgta prostokgtnego (Przyktad 6R.)

Przykiad 6R.
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Niemata cze$¢ zdajgcych poprawnie rozpoczynata rozumowanie, a nawet zapisywata
poprawne zaleznosci, jednak wskutek btedéw rachunkowych lub nieuwagi przy
przepisywaniu, nie potrafita doprowadzi¢ rozumowania do konhca.

Przyktad 7R. ilustruje rozwigzanie, w ktérym zdajgcy popetnit blgd w usuwaniu
niewymiernosci z mianownika.

Przyktad 7R.
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Przyktad 8R. ilustruje rozwigzanie, w ktérym zdajgcy przy obliczaniu dtugosci odcinka NL

nieuwaznie przepisat 2 zamiast V2 i w konsekwencji nie przeprowadzit rozumowania do
konca.

Przyktad 8R.

|AD] = 2.

Wykaz, ze |ND| =3 + 1.
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Niekiedy tegoroczni maturzysci podstawiali niepoprawne wartosci funkcji
trygonometrycznych — jak zdajgcy w Przyktadzie 9R., ktéry za sinus 60° w rozwigzaniu

podstawit wartosé % — pomimo mozliwosci korzystania podczas egzaminu z Wybranych

wzoréw matematycznych na egzamin maturalny z matematyki, w ktérych sg zamieszczone
wartosci funkcji trygonometrycznych podstawowych kgtéw.

Przykfad 9R.
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Niektorzy zdajgcy umieszczali tréjkgt ABC w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (x, y),
przyjmujgc: A = (0,4), B =(0,0), K =(0,1) oraz L = (1,0). Nastepnie wyznaczali
réwnania prostych KL, BD oraz AC. Korzystajgc z tych réwnan, obliczali wspotrzedne
punktéw N oraz D. Po zastosowaniu wzoru na odlegto$¢ miedzy dwoma punktami
otrzymywali teze.

Zdajgcy w Przyktadzie 10R. przyjat btedne wspétrzedne punktu € i, mimo dobrej idei
dowodu, ostatecznie nie przeprowadzit pethego rozumowania.

Przyktad 10R.
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Wsrdd tegorocznych maturzystéw byli tacy, ktérzy poprawnie rozpoczynali rozumowanie,
jednak w dalszej czesci rozwigzania po prostu kohczyli rozwigzanie, poniewaz nie potrafili
wykorzysta¢ otrzymanych zaleznosci (Przyktad 11R).

Przyktad 11R.
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Wsrdd zdajgcych, ktorzy podijeli rozwigzanie tego zadania, byli tez i tacy, ktérzy w trakcie
prowadzonego rozumowania korzystali z tezy, ktérg mieli udowodnié, jak zdajgcy
w Przyktadzie 12R.

Przykiad 12R.

Wykaz, 2e |[ND| =+v3+ 1.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

Wsrdd rozwigzan, niemato byto takich, ktére Swiadczyty o braku pomystu na
przeprowadzenie dowodu. W Przykiadzie 13R. zdajacy stwierdzit podobienstwo trojkgtéw
ABC i ABD oraz wykorzystat twierdzenie o wysokosci opuszczonej z wierzchotka kata
prostego w tréjkgcie prostokgtnym, jednak zadne z nich nie miato zastosowania

w udowodnieniu tezy.

Przyktad 13R.
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Po analizie rozwigzan zadania 5. nasuwa sie spostrzezenie, ze wsrod tegorocznych
maturzystéw byli zaréwno zdajgcy, ktérzy potrafili przeprowadzi¢ petne rozumowanie,
czasami nawet w kreatywny sposob, ale rowniez i tacy, ktérzy nie potrafig wtasciwie
wykorzystac¢ znanych im twierdzen, albo rozwazajg szczegdlne przypadki, przyjmujgc
nieuprawnione zatozenia o figurach geometrycznych. W swych rozwigzaniach powotywali sie
na twierdzenia, ktore przy ich metodzie rozwigzania nie miaty zastosowania lub nie
doprowadzity ich do petnego uzasadnienia tezy. Przeszkodg w przeprowadzeniu petnego
rozumowania byty tez btedy rachunkowe, ktére uniemozliwiaty udowodnienie tezy.
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Drugim zadaniem (z grupy najtrudniejszych), ktére sprawito najwiecej ktopotéw tegorocznym
maturzystom zdajgcym egzamin na poziomie rozszerzonym byto zadanie 10. Poziom
wykonania tego zadania to 39%. Bylo to zadanie z obszaru Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji, wymagajgce umiejetnosci dobierania i tworzenia modeli matematycznych przy
rozwigzywaniu probleméw praktycznych i teoretycznych. W zadaniu 10. maturzysci zmierzyli
sie z zagadnieniem zbieznych szeregéw geometrycznych i obliczania ich sumy. Zdajgcy
wykorzystywali definicje ciggu geometrycznego, podziat proporcjonalny odcinka oraz
stosowali twierdzenie o istnieniu granicy ciggu sum czesciowych ciggu geometrycznego
zbieznego.

Aby obliczy¢ sume obwodow wszystkich kwadratow otrzymanych w opisany w tresci zadania
sposob, zdajgcy musieli poprawnie obliczyé dtugosci odcinkéw, na jakie zostat podzielony
bok pierwszego kwadratu, nastepnie zastosowac twierdzenie Pitagorasa i obliczy¢ dtugo$¢
boku kolejnego kwadratu i ten algorytm stosowa¢ do obliczania dtugosci bokéw kolejnych
kwadratéw. Dalej musieli zauwazy¢, ze obwody kolejnych kwadratéw tworzg nieskonczony

cigg geometryczny o ilorazie @ i zauwazyc, ze cigg obwodow jest zbiezny. W ostatnim

etapie rozwigzania zdajgcy musieli zastosowa¢ wzor na sume szeregu geometrycznego
i obliczy¢ sume wszystkich obwodow.

Przyktad 14R. ilustruje rozwigzanie, w ktérym zdajgcy doktadnie opisat swoje rozumowanie
przy tworzeniu modelu do przedstawionej sytuacji zadaniowej — wydzielit obiekty i relacje
miedzy nimi. Wyznaczyt poprawne dtugosci odcinkéw w zaleznosci od dtugosci boku
pierwszego kwadratu — wykorzystat algorytm w tworzeniu kolejnych kwadratéw, w kazdym z
nich poprawnie obliczyt bok oraz obwod. Nastepnie stwierdzit, ze obliczony iloraz ciggu
spetnia zatozenia twierdzenia o istnieniu sumy zbieznego szeregu geometrycznego i
poprawnie obliczyt sume wszystkich obwoddéw. Cate rozwigzanie swiadczy o wysokim
poziomie opanowania umiejetnosci konstruowania modelu matematycznego danego
problemu oraz funkcjonalnego stosowania poznanych twierdzen.
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Przyktad 14R.
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Oblicz sume wszystkich wyrazéw tego nieskornczonego ciggu. Zapisz obliczenia.
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Niektorzy zdajacy, ktorzy poprawnie rozwigzali to zadanie, nie uzalezniali od a diugosci
odcinkéw, na jakie zostaty podzielone boki kolejnych kwadratow. Poprawnie zinterpretowali
stosunek 1:3 podziatu boku pierwszego kwadratu i zapisywali dtugosci otrzymanych
odcinkéw x, 3x i konsekwentnie, z zachowaniem podziatu kolejnych odcinkéw w takim
stosunku, wyznaczyli sume wszystkich obwoddéw w zaleznosci od x. Takie rozwigzanie
ilustruje Przyktad 15R.

Przykiad 15R.
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Oblicz sume wszystkich wyrazéw tego nieskoriczonego ciggu. Zapisz obliczenia.
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Czes$¢ zdajacych poprawnie obliczyta dtugos¢ boku drugiego kwadratu: a, = ‘/l_oa oraz

T4
iloraz g ciggu: g = @ i na tym konczyta rozwigzanie.

Wsrdd zdajgcych byli tacy, ktérzy nie potrafili operowaé na wyrazeniach algebraicznych,
przyjmowali konkretng liczbe jako dtugos¢ boku pierwszego kwadratu i z tym zatozeniem
rozwigzywali zadanie. Zdajgcy w Przyktadzie 16R. przyjat, ze bok pierwszego kwadratu ma

dtugosc¢ 4 i z tym zatozeniem obliczyt g = @, a nastepnie obliczyt sume wszystkich
obwodow z przyblizeniem dziesietnym liczby niewymierne;.

Przyktad 16R.
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/l a ™

Oblicz sume wszystkich wyrazéw tego nieskoriczonego ciggu. Zapisz obliczenia.
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Btedy rachunkowe byty czestg przyczyng nieotrzymania poprawnej sumy lub kohczenia
rozwigzania przed jej obliczeniem. Przyktadem 17R. ilustrujemy jedno z takich rozwigzan,

w ktérym maturzysta poprawnie obliczyt dltugosé¢ boku drugiego kwadratu: a, = @a oraz
iloraz ciggu: q = @ . Nastepnie popetnit btad rachunkowy w mnozeniu i-@a i zapisat

iloczyn w postaci v10a. W konsekwengji tego btedu zdajgcy zaniechat dalszego
rozwigzania, poniewaz podczas zapisywania sumy obwodow kolejnych kwadratow zauwazyt,

5v106
16

ze kolejny wyraz ciggu obwodow 4 - a nie jest wyrazem ciggu geometrycznego.

Przyktad 17R.
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Oblicz sume wszystkich wyrazéw tego nieskonczonego ciggu. Zapisz obliczenia.
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Jednak najwiekszg trudnoscig w rozwigzaniu zadania 10. dla licznej grupy zdajgcych byto
dokonanie poprawnej interpretacji podziatu odcinka w danym stosunku 1:3 i poprawnego
podziatu proporcjonalnego odcinka. Tegoroczni maturzysci najczesciej przyjmowali stosunek
1:2 i w efekcie tego btedu zapisywali dtugosci odcinkow, na jakie zostat podzielony bok

pierwszego kwadratu, jako %a, %a, konsekwentnie do popetnionego btedu otrzymywali iloraz

q= \/3_3 i rozwigzywali zadanie do konca. Przyktad 18R. ilustruje rozwigzanie, w ktérym

zdajgcy, pomimo btednego podziatu proporcjonalnego, byt Swiadomy koniecznosci
sprawdzenia, czy otrzymany iloraz spetnia zatozenie |q| < 1 twierdzenia o istnieniu sumy
wszystkich wyrazéw ciggu geometrycznego.

Przyktad 18R.
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Zdarzaly sie rowniez rozwigzania, w ktorych zdajgcy ze stosunku 1:3 zapisywali odcinki
o dtugosciach %a [ %a i nie korygowali otrzymanych utamkoéw mimo, ze suma %+§ nie
jest rowna 1. Z takim btedem rozwigzywali zadanie do korica.

Niektorzy z tegorocznych maturzystow na podstawie stosunku 1: 3 podziatu odcinka btednie
wnioskowali, ze iloraz g ciggu obwodow jest rowny %.

Nieliczna grupa maturzystow, nie tylko btednie zinterpretowata stosunek podziatu 1: 3, ale
réwniez zamiast ciggu obwoddw wyznaczyta cigg pdl (Przyktad 19R.)
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Przyktad 19R.
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Zdarzaty sie réwniez rozwigzania, w ktérych zdajgcy poprawnie obliczyli dtugos¢ boku
drugiego kwadratu, ale wskutek btedu przeksztatcenia wyrazenia algebraicznego
otrzymywali iloraz q ciagu, ktory byt liczbg spoza przedziatu (0, 1), nie korygowali
otrzymanego wyniku i obliczali sume wszystkich wyrazéw ciggu. Ci zdajgcy nie byli Swiadomi
zatozenia twierdzenia o istnieniu granicy ciggu sum czesciowych. Przyktadem 20R.
ilustrujemy takie btedne bezrefleksyjnie rozwigzanie, w ktérym nawet otrzymana ujemna
»,Suma obwodéw” nie sktonita zdajgcego do weryfikacji otrzymanego wyniku.

CENTRALNA
KOMISJA
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Przyktad 20R.
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Jeszcze inni zdajacy, jak ten w Przyktadzie 21R., obliczyli tylko sume dtugosci bokéw (po
jednym z kazdego kwadratu).

Przyktad 21R.
1 Yo 9 i
| 1o - | | i I | 1
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Na podstawie analizy rozwigzan zadania 10. stwierdzi¢ mozna, ze wcale niemata cze$¢
zdajgcych miata problem z weryfikacjg poprawnosci stworzonego przez siebie
matematycznego modelu sytuacji zadaniowe;.
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Kolejnym zadaniem, ktére sprawito najwiecej ktopotdéw tegorocznym maturzystom zdajgcym
egzamin na poziomie rozszerzonym byto zadanie 8., poziom wykonania tego zadania —
42%. Byto to zadanie z obszaru Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji, wymagajgce
umiejetnosci stosowania obiektdéw matematycznych i operowania nimi, interpretowania poje¢
matematycznych. Zdajacy, aby rozwigzaé to zadanie, musieli wykaza¢ sie umiejetnoscig
zastosowania wiasnosci czworokatow opisanych na okregu.

Aby obliczy¢ obwdd czworokata ABCD opisanego na okregu, mozna byto skorzystaé
z twierdzenia sinuséw w trojkgcie ABC i stad obliczy¢ dtugosc¢ boku AB. Nastepnie,

korzystajgc z twierdzenia o okregu wpisanym w czworokat, nalezato obliczy¢ dtugos¢ boku
AD oraz obwdd czworokagta ABCD.

Przyktadem 22R. llustrujemy takie rozwigzanie.

Przyktad 22R.
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Inny sposob obliczenia dlugosci boku AB bazowat na zauwazeniu, ze pole P trojkata ABC
mozna zapisac¢ na dwa sposoby: P = % |BC| - |AC| - sin 60° = % -4 - |AC| ‘/75 oraz

P=21.]1AC| |AB|-*.
2 4

Ponizej zamieszczamy poprawne rozwigzanie zadania tym sposobem (Przyktad 23R.)

Przyktad 23R.
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Czes¢ zdajacych, ktérzy poprawnie rozwigzali to zadanie, poprowadzili wysoko$s¢ BE
trojkata ABC i zauwazyli, ze tréjkat prostokagtny BCE ma katy ostre o miarach 30° i 60°,
wiec jest ,potowg” trojkata rownobocznego o boku diugosci 4 i z wkasnosci takiego tréjkata
obliczyli dlugo$¢ przyprostokatnej |EB| = 2+/3. Nastepnie skorzystali z definicji sinusa

w trojkgcie prostokgtnym ABE i obliczyli dtugo$é boku |AB| = 8v3. Zastosowali twierdzenie
o okregu wpisanym w czworokat i obliczyli obwod Obupcp = 16v3 + 10.

Przyktad 24R. ilustruje rozwigzanie zadania wyzej omdwionym sposobem.

Przykiad 24R.
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Liczna czes$¢ zdajgcych poprawnie rozpoczynata rozwigzanie i zapisywata poprawne
zaleznosci, jednak wskutek btedéw rachunkowych nie otrzymywata poprawnego wyniku.

. . , . . . . . |AB|
Przyktad 25R. ilustruje rozwigzanie, w ktérym zdajacy btednie przeksztaicit utamek ~—= oraz

2
btednie pomnozyt 4 -% i w efekcie otrzymat btedng dtugos¢ boku AB, ale z tymi btedami
konsekwentnie rozwigzat zadanie do konca.

Przyklad 25R.
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Niemata grupa zdajgcych poprawnie rozpoczynata rozwigzanie, ale nie potrafita poprawnie
zinterpretowac i wykorzysta¢ pozostatych informacji podanych w treéci zadania i kohczyta
rozwigzanie.

Zdajacy, ktérego rozwigzanie prezentujemy w Przyktadzie 26R., poprawnie zinterpretowat
tre$¢ zadania — zastosowat twierdzenie o okregu wpisanym w czworokat i zapisat zaleznos¢,
z ktérej wyznaczyt |AB| = |AD| — 1. Nastepnie zakonczyt rozwigzanie, cho¢ skreslenia
wskazujg, ze zdajgcy miat dobry pomyst na rozwigzanie tego zadania i prébowat
wykorzysta¢ pozostate informacje podane w tresci zadania.

Przyktad 26R.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

Inni zdajacy prébowali rozwigzac¢ zadanie z wykorzystaniem twierdzenia cosinuséw, ale
najczesciej nie potrafili rozwigzac uktadu rownan stopnia drugiego. Zdajacy, ktérego
rozwigzanie prezentujemy w Przykfadzie 27R., podjat prébe rozwigzania i obliczyt cosinus
kata, ktérego dany byt sinus oraz skorzystat z twierdzenia o okregu wpisanym w czworokat
i zapisat zaleznos$¢ |AB| + 5 = 4 + |AD|. Zastosowat dwukrotnie twierdzenie cosinuséw,
jednak nie przeksztatcit otrzymanego ukfadu réwnan do réwnania z jedng niewiadomag
(dtugoscig boku AB) i zakonczyt rozwigzanie.

Przyktad 27R.
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Przyktad 28R. ilustruje rozwigzanie, w ktérym zdajgcy zastosowat twierdzenie sinuséw
i obliczyt dtugos¢ boku AB czworokata, ale nie potrafit zastosowac twierdzenia o okregu
wpisanym w czworokat.

Przyktad 28R.
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Z kolei zdajacy, ktérego rozwigzanie zaprezentowane jest w Przyktadzie 29R. zastosowat
twierdzenie o okregu wpisanym w czworokat, ale nie potrafit obliczy¢ dtugosci boku AB
czworokata.

Przykiad 29R.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

Nieliczna grupa zdajgcych btednie zinterpretowata tres¢ zadania i przyjmowata btedne
zatozenia o niektérych obiektach matematycznych. Niektérzy sposréd nich przyjmowali, ze
trojkat ABC jest prostokatny (Przyktad 30R.), inni zas, ze srodek okregu lezy na przekatne;j
AC (Przyktad 31R.) i na takim btednym zatozeniu opierali cate swoje rozwigzanie.

Przykiad 30R.
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Przykfad 31R.
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Zdarzaly sie rowniez i takie rozwigzania, w ktoérych zdajgcy przyjat, ze to okrag jest opisany
na czworokgcie i prébowat rozwigza¢ zadanie z wykorzystaniem rachunku miar katow
czworokata (Przyktad 32R.).

Przyktad 32R.
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Po analizie rozwigzan zadania 8. mozna sformutowac wniosek, ze zdajgcy egzamin na
poziomie rozszerzonym mieli trudnosci z poprawng analizg tresci zadania, wyodrebnianiem
zalezno$ci miedzy obiektami matematycznymi i funkcjonalnym ich stosowaniem.

Podobnie stosunkowo niski poziom wykonania ma rowniez zadanie 13. (42%) sprawdzajgce
umiejetnosci z obszaru Rozumowanie i argumentacja, w ktérym maturzysci musieli wykazac
sie umiejetnoscig zastosowania i tworzenia strategii przy jego rozwigzywaniu. W poprawnym
rozwigzaniu zadania wymagajgcego umiejetnosci stosowania i tworzenia strategii wystepujg
state elementy:

e analiza zadania (okre$lenie relacji miedzy wielko$cig poszukiwang a danymi)

o ustalenie kolejnych krokéw prowadzgcych do rozwigzania (utozenie planu dziatania)

e realizacja przyjetej strategii i zweryfikowaniu wyniku.

Chodzi o to, aby zdajacy potrafit podzieli¢ dany problem na kilka mniejszych problemow
czgstkowych i nadat im takg strukture, ktéra pozwoli w wyniku rozwigzania kolejnych
problemow czgstkowych, rozwigzac¢ wyjsciowy problem.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

Przedmiotem rozwazan w zadaniu 13. byto obliczenie wspoétrzednych punktu C lezgcego na
okregu o Srednicy AB nad prostg AB, gdzie punkty A i B sg punktami wspolnymi paraboli
i prostej o podanych rownaniach. Zadanie to stanowito powazne wyzwanie dla wielu
zdajgcych. Poprawne rozwigzanie tego zadania wymagato umiejetnosci znajdowania
punktéw wspaolnych prostej i paraboli bedacej wykresem funkcji kwadratowej oraz
stosowania réwnania okregu.

Zdajacy, ktérzy poprawnie rozwigzali to zadanie, najczesciej: rozwigzywali uktad réwnan,

w ktérym jednym z réwnan byto réwnanie prostej [, a drugim réwnanie paraboli i w ten
sposo6b obliczali wspétrzedne punktow A i B, nastepnie obliczali wspotrzedne srodka

S odcinka AB. Kolejnym etapem byto obliczenie dtugosci odcinka AB i zapisanie réwnania
okregu o srednicy AB i$rodku S. Korzystali z wkasnosci kata wpisanego opartego na
potokregu i zauwazali, ze kat ACB jest prosty. Wykorzystali podany w tresci zadania
tangens kata ostrego CAB w trojkgcie ABC i po zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa
obliczali dtugos¢ przyprostokatnej BC. Po rozwigzaniu uktadu réwnan, z ktérych jednym byto
réwnanie okregu o $rodku w punkcie B ipromieniu BC, a drugim réwnanie okregu o srodku

w punkcie S ipromieniu g , zdajgcy dokonywali krytycznej oceny wyniku i stwierdzali, ze
jednym z rozwigzan jest odcieta punktu A, zatem szukanym punktem C jest punkt
0 wspoirzednych (1(1) 130) Ci zdajgcy mieli swiadomos¢ warunkow potozenia punktu

C prowadzgcych do rozwigzania problemu.

Przyktadem 33R. zilustrowano takie poprawne rozwigzanie.

Przykfad 33R.
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Inni zdajacy, jak ten z Przykfadu 34R., zrealizowali strategie w poczatkowej fazie

w analogiczny sposob jak w poprzednim przyktadzie. W dalszym rozwigzaniu zauwazyli, ze
kat ACB jest prosty jako kat wpisany oparty na srednicy okregu. Skorzystali z definic;ji
tangensa kata ostrego w trojkgcie prostokgtnym oraz twierdzenia Pitagorasa do obliczenia

dtugosci bokéw AC i BC tréjkata prostokatnego ABC: |AC| =g | |BC|

3V5 .

g. Nastepnie

wykorzystali obliczone dtugosci przyprostokatnych trojkata ABC oraz wzér na dtugosc
odcinka i zapisali réwnania z wykorzystaniem dtugosci odcinkéw BC i AC. Z otrzymanego
uktadu réwnan stopnia drugiego z dwiema niewiadomymi wyznaczyli zalezno$¢ liniowg

miedzy rzedng i odcietg punktu C:y = —x +% . Po podstawieniu tej zaleznosci do jednego

z réwnan stopnia drugiego obliczyli wspoétrzedne punktu €. Dokonali krytycznej oceny
wyniku i stwierdzili, ze jedno z rozwigzan nie spetnia warunkow zadania, zatem szukanym

punktem C jest punkt o wspéirzednych (ﬁ
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Przyktad 34R.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

Niektoérzy zdajgcy po zrealizowaniu strategii w poczatkowej fazie w analogiczny sposob jak
w poprzednich przykfadach i obliczeniu promienia okregu o srodku S, korzystali z danego

w tresci zadania tangensa kata a i obliczali wysokos$¢ tréjkata ASC opuszczong

z wierzchotka S, nastepnie korzystali z rdwnoramiennosci trojkata ASC i obliczali dlugosé AC.
Nastepnie z uktadu réwnan, wyznaczyli zwigzek miedzy wspotrzednymi puntu C, by po
podstawieniu do jednego z rownan otrzymac wspotrzedne szukanego punktu C.

Wsrdéd poprawnych rozwigzan byty i takie, w ktorych zdajgcy zrealizowali strategie

w poczatkowej fazie w analogiczny sposob jak w poprzednim przyktadzie, ale nastepnie

Z ukfadu rownan (w ktérym jednym z réwnan byto réwnanie okregu o srodku w punkcie S

i promieniu SC, a drugim réwnanie okregu o $srodku w punkcie B i promieniu BC)
wyznaczyli zwigzek miedzy wspoétrzednymi puntu C. Dalej zapisali pole trojkgta ABC na dwa
sposoby i z poréwnania pdl obliczyli wysokoé¢ trojkgta ABC opuszczong z wierzchotka C.
Nastepnie, wykorzystujgc wzér na odlegtosé punktu od prostej, zapisywali réwnanie

z wartoécig bezwzgledng. Po rozwigzaniu rownania dokonywali krytycznej oceny wyniku

i stwierdzali, ze jedno z rozwigzan nie spetnia warunkéw zadania, zatem szukanym punktem

C jest punkt o wspotrzednych (1—3 - 110)

Jedno z takich rozwigzan prezentujemy w Przykfadzie 35R.

Przyktad 35R.

y=dx® —Tx +1

d

Oblicz wspdlrzedne punktu €. Zapisz obliczenia.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

Inny sposob, czesto stosowany przez zdajgcych, ktdérzy poprawnie rozwigzali zadanie 13.,
polegat na rozwigzaniu uktadu rownan, z ktérych jednym jest rownanie okregu

o srodku w punkcie S, a drugim réwnanie prostej AC. Maturzysci obliczyli wspotrzedne
punktéw przeciecia paraboli z prostg [. Zauwazyli, ze skoro prosta [ ma réwnanie
kierunkowe y = x — 2, wiec jest nachylona do osi Ox ukfadu wspétrzednych pod katem

45°, zatem prosta przechodzaca przez punkty A i C jest nachylona do osi Ox uktadu pod

katem «a + 45°. Obliczyli tg(a + 45°) i wyznaczyli rbwnanie prostej AC: y =2 (x — %) —% .
W kolejnym kroku obliczyli dtugos¢ odcinka AB oraz wspétrzedne Srodka S okregu
i zapisali rownanie okregu. Nastepnie obliczyli wspétrzedne punktéw przeciecia tego okregu

z prostg AC, dokonali krytycznej oceny wyniku i stwierdzili, ze jedno z rozwigzan nie spetnia

warunkéw zadania, zatem szukanym punktem C jest punkt o wspétrzednych (% —%)

Jedno z rozwigzan takim sposobem prezentujemy w Przykiadzie 36R.

Przyktad 36R.

d

Oblicz wspéhrzedne punktu €. Zapisz obliczenia.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

Czes¢ maturzystow rozwigzywata zadanie, korzystajgc z wtasnosci kata wpisanego opartego
na $rednicy. Abiturienci obliczyli wspotrzedne punktdw przeciecia paraboli z prostg .
Zauwazyli, ze skoro prosta [ ma réwnanie kierunkowe y = x — 2, wiec jest nachylona do
osi Ox ukfadu wspétrzednych pod katem 45°, zatem prosta przechodzgca przez punkty

A i C jest nachylona do osi Ox uktadu pod katem «a + 45°. Obliczyli tg(a + 45°) = 2,
poprawnie korzystajgc ze wzoru na tangens sumy katow i wyznaczyli rownanie prostej

AC: y=2 (x - %) —% . Skorzystali z wlasnosci kgta wpisanego opartego na srednicy AB
i wnioskowali, ze kat ACB jest prosty. Wobec tego wspotczynnik kierunkowy prostej BC

jestréwny ag. = —% i prosta BC ma réwnanie y = —%(x — g) —% . Nastepnie z tego, ze

punkt C = (x¢,yc:) lezy na prostych AC i BC iz przyréwnania y. z obu rownan obliczyli

odcietg x. iotrzymali C = (1—(1)—%)

Niematej czesci maturzystow, ktérzy poprawnie zaplanowali sposob rozwigzania zadania,
w osiggnieciu petnego sukcesu przeszkodzity braki w podstawowych umiejetnosciach.
Czesci maturzystow, pomimo zrozumienia istoty zagadnienia, popetniony btad rachunkowy
uniemozliwiat otrzymanie poprawnych wspotrzednych punktu C (Przyktad 37R.).

Przyktad 37R.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

Czes¢ zdajacych popetnita btedy juz na poczatku rozwigzania przy wyznaczaniu
wspotrzednych srodka okregu i konsekwentnie do popetnionego btedu rozwigzywata zadanie
do kohca. Niekiedy jednak popetnione btedy rachunkowe, popetnione juz w poczatkowe;j
fazie rozwigzania zadania, powodowaty tak duze utrudnienie dla zdajgcych, ze nie potrafili
oni pokonac kolejnych etapow rozwigzania.

Dos¢ liczng grupe wsrdd tegorocznych maturzystow, ktérych rozwigzanie swiadczy

0 zrozumieniu rozwaznego problemu i utworzeniu strategii prowadzgcej do jego rozwigzania,
stanowili zdajgcy, ktérzy nie rozumiejg zwigzku wspétczynnika kierunkowego prostej

z tangensem kagta nachylenia prostej do dodatniej potosi uktadu wspotrzednych. Niektorzy
sposrod tych zdajgcych btednie przyjmowali, ze wspotczynnik kierunkowy prostej AC jest

réwny % i z tym btedem rozwigzywali zadnia do konca.

Wsrdd zdajgeych, ktérzy w rozwigzaniu korzystali z rownania prostej AC, byli i tacy, ktérzy
co prawda stusznie zauwazali, ze nie jest ona nachylona do osi 0X pod katem «, ktérego
tangens jest rowny % a jej kat nachylenia jest sumg kata a i kata o mierze 45°. Jednak

przy obliczaniu wspétczynnika kierunkowego prostej AC btednie obliczali tangens sumy
katéw jako sume tangensow.

Inni obliczyli dtugos¢ srednicy AB i zauwazyli, ze trojkat ABC jest prostokatny.
Wykorzystali podany w tresci zadania tangens kata ostrego CAB w trojkgcie ABC, po
zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa obliczyli dlugosci przyprostokatnych tego tréjkata, ale
z powodu braku umiejetnoéci tworzenia strategii rozwigzania zadania, nie potrafili
wykorzystac otrzymanych wynikow do dalszego rozwigzania. Jeszcze inni zapisali poprawne
réwnanie okregu, zapisali zwigzek miedzy przyprostokatnymi tréjkata ABC, ale nie potrafili
rozwigzac¢ uktadu réwnan stopnia drugiego.

Wcale niemata cze$¢ maturzystéw nie miata zadnego pomystu na rozwigzanie postawionego
problemu, potrafita poprawnie obliczy¢ jedynie wspotrzedne punktéw A i B oraz srodka

S okregu i obliczy¢ promien okregu. Posrdd tej grupy rozwigzan, byly i takie, ktére konczyty
sie po obliczeniu tylko wspotrzednych punktdéw A i B, a nawet takie, w ktoérych zdajgcy
popetnit btgd juz przy obliczaniu wyrdznika trojmianu kwadratowego i na tym zakonczyt
rozwigzanie.

Przyktadem 38R. ilustrujemy czeste rozwigzania zdajgcych, ktérzy poprawnie rozpoczynali

rozwigzanie zadania. Nie potrafili jednak wykorzysta¢ otrzymanych zaleznosci w dalszej
czesci rozwigzania z powodu braku cato$ciowej koncepcji rozwigzania problemu.
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Przyktad 38R.
- J ]
Y+ 1 = !-A.:-L\fg L2,
41 1¢ 0
| ARV 1y I '*.""‘ = [-%Lj;l""h-_'i"; Al 4e-
L.. Ead
B Wyt R4S F G 1
- [‘ #]
- ; il A +EWaNHLLE =16 =l
3 :Tm .l B
& 8l TH |
ACLT 2oy B [ZAN
- e | —q}_ 2 -
e — = B
Q
b, =D+ 2
L =]
" L enlt O W | ndoll Bollpnat LG
o
PN
i M,
e ™
A =
)] A
e I -
= —J.__l_\__—c-‘-._ = - — _____:_4— ==
E‘i qhg}}, ) " A I 2 \
T L] ‘3
_ﬁ; . Ay ] =N = o=
Y fe) >
.__3_;‘_3_ 1R .ﬁ"i—
-E-i.-,_;_-_h_-__‘ [
= - =
prs -
AT e = TR DS = hlal=h =1
T -
e
. L I ~ |
i P = = E ] = = —1 Iy
" e P L
L ﬂ'_-.]l.a
1 L
ﬁgm's‘?kNA Strona 93 z 97

EGZAMINACYJNA




Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

Wiekszos¢ maturzystéw, ktorzy podjeli to zadanie, ale nie stworzyli strategii prowadzacej do
rozwigzania problemu, konczyto rozwigzanie na zapisaniu rownania okregu o srodku S, cho¢
nie zawsze byto one poprawne, gdyz zamiast promienia do réwnania okregu podstawiali
srednice. Takie rozwigzanie ilustruje Przyktad 39R.

Przyktad 39R.

‘ﬁ Q 4\‘1 ?"xﬁ’f /;g_fl . |
41 5::.; fw | |

f.fl 6#~ # ';n?r-{,y {5 9-{5;,@_ ,ﬁ.

Strona 94 z 97




Sprawozdanie za rok 2023

Z analizy rozwigzan zadania 13. wynika, ze zdecydowana wiekszos¢ zdajgcych, ktéra
podjeta sie rozwigzania tego zadania, wykazata sie umiejetnoscig obliczania wspétrzednych
punktéw wspaolnych prostej i paraboli o podanych réwnaniach oraz stosowania rownania
okregu. Gtéwng przyczyne niskich wynikéw, w przypadku tego zadania, stanowit brak
cato$ciowej koncepcji rozwigzania zadania, btedy w interpretaciji tresci tego zadania oraz
brak funkcjonalnego opanowania zwigzku wspotczynnika kierunkowego prostej z tangensem
kata nachylenia prostej do dodatniej potosi uktadu wspotrzednych.

Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najlepiej

Analiza wskaznikéw poziomu wykonania zadah wystepujgcych w zestawie egzaminu
maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzonym pozwala sformutowaé wniosek,

iz wsrod zadan wystepujgcych w zestawie egzaminacyjnym zadne z zadan nie byto bardzo
tatwe, tylko jedno zadanie byty tatwe, pie¢ zadan byto umiarkowanie trudnych, a pozostate
zadania byty trudne dla tegorocznych maturzystow.

Sposrdd tegorocznych zadan najtatwiejsze byly te, przy rozwigzywaniu ktérych nalezato
zastosowac konkretne twierdzenia w typowych kontekstach.

Najtatwiejsze dla zdajgcych byly zadania wymagajgce prostego zastosowania wzorow.
Zadanie 12.1. (poziom wykonania zadania — 78%), w ktérym zdajgcy: stosuje wzor na
zamiane podstawy logarytmu oraz stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem,
postuguje sie wzorami na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi,

nie przysporzyto trudnosci wiekszos$ci zdajgcych egzamin na poziomie rozszerzonym.

Z kolei zadanie 2., przy rozwigzywaniu ktérego nalezato wykazac sie umiejetnoscig
stosowania schematu Bernoullego, poprawnie rozwigzato 67% zdajgcych. Taki sam wynik
osiggneli maturzys$ci w zadaniu 4., w ktorym nalezato skorzystaé ze wzorow: (a + b)3,
(a—b)3,a®+b3 i a®—b3.

Poziom opanowania sprawdzanych umiejetnosci przez powyzsze zadania pozwala

stwierdzic, ze liczna grupa zdajgcych egzamin maturalny z matematyki na poziomie

rozszerzonym opanowata nastepujgce umiejetnosci podstawy programowej:

e stosowania wzoru na zamiang podstawy logarytmu oraz wzoréw na logarytm iloczynu,
logarytm ilorazu i logarytm potegi

e budowania prostego modelu probabilistycznego przy obliczaniu prawdopodobienstwa z
zastosowaniem schematu Bernoullego

e stosowania wzoréw skroconego mnozenia do przeprowadzanie dowoddéw algebraicznych

e stosowania definicji pochodnej funkcji, podawania interpretacji geometrycznej pochodne;.
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WNIOSKI | REKOMENDACJE

PoOzioM PODSTAWOWY

Wyniki egzaminu maturalnego na poziomie podstawowym wskazujg, ze do zadan,

w ktorych zdajacy osiggneli bardzo dobre rezultaty, nalezg przede wszystkim zadania
jednoetapowe, osadzone w typowym kontekscie.

Najlepsze wyniki maturzysci osiggneli w zadaniach zamknietych: dotyczgcych ciggéw
liczbowych — za obliczenie wyrazu ciggu z wykorzystaniem podanego wzoru na n- ty
wyraz tego ciggu, za odczytywanie niektorych wiasnosci funkcji z podanego wykresu oraz
za rozpoznanie poprawnych uktadéw réwnan liniowych opisujgcych sytuacje z tresci
zadania.

Wysoki byt rowniez odsetek zdajgcych, ktdrzy w zadaniach zamknietych potrafili wykonaé
dziatania na logarytmach oraz rozpoznaé wielokat, bedgcy podstawg ostrostupa
prawidtowego, na podstawie informacji o stosunku liczby wierzchotkéw i liczby krawedzi
tego ostrostupa.

Maturzysci lepiej poradzili sobie z zadaniami, w ktérych nalezato postuzy¢ sie definicjg lub
zastosowac znany algorytm, niz z zadaniami, ktére wymagaty zaplanowania strategii
rozwigzania, zbadania wtasnosci podanego modelu lub uzasadnienia tezy twierdzenia.
Najwieksze trudnoéci (poziom wykonania — 43%) sprawito zdajgcym zadanie wymagajgce
przeprowadzenia rozumowania i dobrania trafnych argumentéw na rzecz prawdziwosci
tezy twierdzenia. Stalo sie tak, mimo ze w kazdym z trzech arkuszy, opublikowanych

w roku 2022, w marcu, wrzes$niu i grudniu na stronie internetowej Centralnej Komisji
Egzaminacyjnej, zostato umieszczone zadanie na dowodzenie, ktérego tematem byta
podzielno$¢ w zbiorze liczb catkowitych.

Jedng z gtéwnych przyczyn niepowodzen na egzaminie maturalnym z matematyki jest
brak odpowiedniej sprawnosci rachunkowej, staba znajomos$¢ praw dziatan oraz
wiasnoéci dziatan w zbiorze liczb rzeczywistych, nieuwaga zdajgcych skutkujgca
popetnianiem btedéw w obliczeniach lub w przeksztatceniach algebraicznych, czesto
nieskomplikowanych lub tez brak refleksji nad sensownoscig otrzymanego wyniku
liczbowego. Warto byloby ksztattowaé swiadomos¢, ze sprawdzanie poprawnosci oraz
realnos$ci otrzymanych wynikow jest czescig rozwigzania zadania.

Szczegdblng uwage w nauczaniu matematyki warto poswieci¢ rozwazaniom zagadnien
kilkuetapowym. Nie do przecenienia jest ksztatcenie umiejetnosci opracowywania,

a potem przeprowadzania logicznego ciagu nastepujgcych po sobie dziatan.

P0OzIOM ROZSZERZONY

1.

Na poziomie rozszerzonym dla zdajgcych nie byto zadan bardzo tatwych. Najlepsze
wyniki zdajgcy uzyskali w zadaniach sprawdzajgcych umiejetnosé stosowania wzoru na
zamiane podstawy logarytmu oraz wzorow na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu

i logarytm potegi, budowania prostego modelu probabilistycznego przy obliczaniu
prawdopodobiehstwa z zastosowaniem schematu Bernoullego, stosowania wzoréw
skroconego mnozenia do przeprowadzanie dowoddéw algebraicznych oraz stosowania
definicji pochodnej funkcji, podawania interpretacji geometrycznej pochodne;j.
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Maturzysci lepiej poradzili sobie z rozwigzaniem zadan, w ktérych nalezy wykorzystaé
znany algorytm, niz z zadaniami wymagajgcymi zaplanowania strategii rozwigzania,
modelowania matematycznego czy uzasadnieniem postawionej tezy.

Wyniki egzaminu maturalnego wyraznie wskazuja, ze najwiecej trudnosci na egzaminie
z matematyki sprawiajg maturzystom zadania wymagajgce uzasadnienia prawdziwosci
tezy. Zadania wymagajace przeprowadzenia rozumowania i przytoczenia poprawne;j
argumentacji sg znacznie czesciej od innych pomijane, a wsrdd tych zdajgcych, ktorzy
podejmujg probe ich rozwigzania, jest wielu wnioskujacych o prawdziwosci tezy na
podstawie sprawdzenia poprawnosci dla kilku wybranych wartosci.

Egzamin ujawnit niski poziom opanowania przez zdajgcych umiejetnosci z zakresu
planimetrii i geometrii na ptaszczyznie kartezjanskiej. Dotyczy to gtéwnie zadan,

w ktorych nalezato stworzy¢ strategie rozwigzania, tgczac w spdéjna, logicznie
uporzadkowang cato$¢ kilka pojedynczych umiejetnosci albo zbudowac¢ model
matematyczny sytuacji zadaniowe;.

. Wplyw na wyniki egzaminu ma relatywnie niski poziom umiejetnosci rozumienia tekstu
matematycznego. Swiadczg o tym nieudane proby podjecia rozwigzania zadan, gdzie juz
w poczatkowej fazie tworzenia strategii rozwigzania zdajgcy przystepujg do rozwazania
sytuacji odmiennych od wynikajgcych z tresci zadan. W trakcie procesu ksztatcenia
nauczyciele powinni nada¢ duze znaczenie poczatkowej fazie rozwigzania zadania, {j.
precyzyjnemu ustaleniu istoty rozwigzywanego problemu i rozumieniu opisanej sytuaciji.
Na wynik egzaminu z matematyki na poziomie rozszerzonym znaczgco wptywa brak
sprawnosci rachunkowej oraz problemy z poprawnym wykonywaniem obliczen
rachunkowych.

Podczas lekcji nalezy pokazywac i wyjasnia¢ alternatywne ujecia zagadnien, ktore
umozliwiajg poprawne i szybkie rozwigzanie problemu, oraz ¢wiczy¢ z uczniami
rozwigzywanie zadan roznymi sposobami, ukazujgc tym samym rozmaitos¢ strategii
rozwigzywania probleméw matematycznych.
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