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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

POzIOM PODSTAWOWY

Opis arkusza egzaminu maturalnego

W roku szkolnym 2024/2025 egzamin maturalny z matematyki zostat przeprowadzony na
podstawie wymagan podstawy programowej okreslonej w rozporzgdzeniu Ministra Edukacji
z dnia 28 czerwca 2024 r.t

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie podstawowym zawierat ogétem 35 zadan
(ujete w 31 grup/wigzek tematycznych), na ktore sktadato sie 25 zadah zamknietych

i 10 zadan otwartych. Zadania sprawdzaty wiadomos$ci oraz umiejetnosci ujete w czterech
obszarach wymagan ogdlnych:

I.  Sprawnosc¢ rachunkowa (3 zadania zamknigte tgcznie za 3 punkty).

Il. Wykorzystanie i tworzenie informac;ji (6 zadan fgcznie za 11 punktéw, w tym: 2 zadania
zamkniete tgcznie za 2 punkty oraz 4 zadania otwarte za 9 punktéw).

IIl. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (19 zadan tgcznie za 24 punkty, w tym:
16 zadan zamknietych fgcznie za 16 punktéow oraz 3 zadania otwarte tgcznie za
8 punktow).

IV. Rozumowanie i argumentacja (7 zadan tacznie za 12 punktéw, w tym: 4 zadania
zamkniete tgcznie za 4 punkty oraz 3 zadania otwarte tgcznie za 8 punktow).

Zdajacy mogli korzysta¢ z Wybranych wzoréw matematycznych na egzamin maturalny
z matematyki oraz linijki, cyrkla i kalkulatora prostego.

1 Rozporzadzenie Ministra Edukaciji z dnia 28 czerwca 2024 r. zmieniajgce rozporzgdzenie w sprawie podstawy
programowej ksztatcenia ogélnego dla liceum ogélnoksztatcgcego, technikum oraz branzowej szkoty Il stopnia
(Dz.U. 22024 r. poz. 1019).
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Dane dotyczgce populacji zdajacych

VIS ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIAW ARKUSZU STANDARDOWYM*

Liczba zdajacych (Formuta 2023) 5983
z licedw ogolnoksztatcgcych 3377
z technikow 2582
z branzowych szkdt |l stopnia 24
ze szkot na wsi 138
ze szkét w miastach do 20 tys. mieszkancow 1621
ze szkét w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 1226

Zdajacy rozwigzujacy ze szkot w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 2998

zadania w arkuszu - -

standardowym ze szkot publicznych 5542
ze szkot niepublicznych 441
kobiety 3215
mezczyzni 2768
bez dysleksji rozwojowej 5452
z dysleksjg rozwojowg 531
obywatele Ukrainy? 28

* Dane w tabeli dotyczg tegorocznych absolwentéw.

V=WV ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZACH DOSTOSOWANYCH

Zdajacy rozwigzujgcy | z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 50
zadania w arkuszach stabowidzacy 6
dostosowanych — X
niewidomi 0
stabostyszacy 12
niestyszacy 0

Z niepetnosprawnoscig ruchowg spowodowang mézgowym

porazeniem dzieciecym 1
z zaburzeniem widzenia barw 1
Ogotem 70

2 Zdajacy — obywatele Ukrainy przystapili do egzaminu maturalnego na podstawie § 3c ust. 1 rozporzgdzenia
Ministra Edukaciji i Nauki z dnia 21 marca 2022 r. w sprawie organizacji ksztatcenia, wychowania i opieki dzieci
i mtodziezy bedgcych obywatelami Ukrainy (Dz.U. z 2023 r. poz. 2094 z pdzn. zm.).
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

Przebieg egzaminu

V-1V  INFORMACJE DOTYCZACE PRZEBIEGU EGZAMINU

Termin egzaminu 6 maja 2025
Czas trwania egzaminu dla arkusza standardowego 180 minut
Liczba szkot 122
Liczba zespotow egzaminatorow 3
Liczba egzaminatoréw weryfikatorow 6
Liczba egzaminatoréw 73
Liczba obserwatorow? (§ 8 ust. 1) 10
Liczba w przypadku:
uniewaznien*
art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego rozwigzywania zadan 0
pkt 1 przez zdajgcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez zdajgcego w sali
pkt 2 egzaminacyjnej z urzgdzenia telekomunikacyjnego 0
art. 44zzv | zakitécenia przez zdajgcego prawidtowego przebiegu 0
pkt 3 egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1 niesamodzielnego rozwigzywania zadan przez 0
zdajacego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepiséw dotyczacych 0
ust. 7 przeprowadzenia egzaminu maturalnego
art. 44zzy | niemoznos$¢ ustalenia wyniku (np. zaginiecie karty 0
ust. 10 odpowiedzi)
Liczba wglgdow* (art. 44zzz) 116

3 Rozporzadzenie Ministra Edukacji i Nauki z dnia 1 sierpnia 2022 r. w sprawie egzaminu maturalnego (Dz.U.
z 2024 r. poz. 302, z pdzn. zm.).
4 Ustawa z dnia 7 wrzes$nia 1991 r. o systemie oswiaty (Dz.U. z 2025 r. poz. 881).

Strona 6 z 87




Sprawozdanie za rok 2025

Podstawowe dane statystyczne

Wyniki zdajacych

UACGIEEHE ROZKEAD WYNIKOW ZDAJACYCH
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AV \=1SW V' \WYNIKI ZDAJACYCH — PARAMETRY STATYSTYCZNE®

. Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia Odchylenie Odset?k**
Zdajacy zdajacych (%) (%) (%) (%) (%) standardowe | sukcesow

(%) (%)

Ogotem

Formuta 2023 5983 4 100 58 100 58,04 26,18 83

w tym:

z licedw

ogélnoksztatcacych 3377 4 100 68 100 65,29 25,81 88

z technikow 2582 4 100 46 40 48,93 23,45 77

z branzowych szkét

Il stopnia 24 8 58 16 16 17,42 9,89 4

obywatele Ukrainy 28 18 89 55 62 55,86 22,40 86

* Dane dotyczg tegorocznych absolwentéw. Parametry statystyczne sa podane dla grup liczacych 30 lub wigcej zdajgcych.
** Dane dotyczg tegorocznych absolwentoéw, ktdrzy przystapili do wszystkich egzaminéw obowigzkowych.
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

Poziom wykonania zadan

NS POZIOM WYKONANIA ZADAN

Wymagania podstawy programowej

i interpretowanie reprezentacji.

111.4) rozwigzuje [...] nieréwnosci kwadratowe.

Poziom

Nr Wymagania ogélne Wymagania Szczegéiowe wykona_nla

zad. zadania
(%)
I. Sprawnos¢ rachunkowa. Zdajacy:
1.3) stosuje wtasnosci pierwiastkéw dowolnego stopnia

1. [...I; 65
1.4) stosuje zwigzek pierwiastkowania z potegowaniem
oraz prawa dziatan na potegach i pierwiastkach.

2 I. Sprawnos¢ rachunkowa. Zdajacy: 60

’ 1.4) stosuje [...] prawa dziatan na potegach [...].
lll. Wykorzystanie Zdajacy:
3 i interpretowanie reprezentacji. 1.9) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, 76
’ postuguje sie wzorami na [...] logarytm ilorazu i logarytm
potegi.
I. Sprawnos¢ rachunkowa. Zdajacy:
I1.1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)?,

4. (a—b)?, a® — b?, 70
11.2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jednej i wielu
zmiennych.

IV. Rozumowanie Zdajacy:

5. | iargumentacja. 1.2) przeprowadza proste dowody dotyczace 30

podzielno$ci liczb catkowitych i reszt z dzielenia [...].
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
informaciji. 111.3) rozwigzuje nierdwnosci liniowe z jedng

6. niewiadoma. 70
1.6) postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego,
zaznacza przedziaty na osi liczbowej.

Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. I11.5) rozwigzuje réwnania wielomianowe postaci

7. o . 58
W (x) = 0 dla wielomianéw doprowadzonych do postaci
iloczynowe;j.

[ll. Wykorzystanie Zdajacy:

8. |.. . . , - . 56
i interpretowanie reprezentacji. I1.4) mnozy [...] wyrazenia wymierne.
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:

9. |iinterpretowanie reprezentacji. IV.2) stosuje uktady réwnan do rozwigzywania zadan 27
tekstowych.

10. [ll. Wykorzystanie Zdajacy: 66
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Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
informaciji. V.4) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbior
wartosci, miejsca zerowe, przedziaty monotonicznosci,
przedziaty, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci wieksze
(nie mniejsze) lub mniejsze (nie wieksze) od danej
1. ) - R . L 65
liczby, najwieksze i najmniejsze wartosci funkcji (o ile
istniejg) w danym przedziale domknietym oraz
argumenty, dla ktorych warto$ci najwieksze
i najmniejsze sg przez funkcje przyjmowane.
1.6) postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego [...].
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
12.1. | informagiji. V.9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie 60
informac;ji o tej funkgiji lub o jej wykresie.
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
12.2. | informacji. V.11) wykorzystuje wiasnosci funkg;ji [...] kwadratowej do 84
interpretacji zagadnien geometrycznych [...].
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
informaciji. V.12) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje
12.3. wykresy funkcji [...] ¥ = f(x) + b; 44
V.4) odczytuje z wykresu funkgcji: [...] miejsca zerowe
[...]
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. V.5) interpretuje wspétczynniki wystepujgce we wzorze
13. funkgii liniowej; 70
V.6) wyznacza wzor funkcji liniowej na podstawie
informaciji o jej wykresie lub o jej wlkasnosciach.
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
14.1. | i interpretowanie reprezentac;ji. VI.2) oblicza poczatkowe wyrazy ciggéw okreslonych 74
rekurencyjnie.
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
14.2. | i interpretowanie reprezentac;ji. VI.4) sprawdza, czy dany ciag jest arytmetyczny lub 44
geometryczny.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
15. | iargumentacja. VI.7) wykorzystuje wtasnosci ciagow [...] arytmetycznych 46
[...] do rozwigzywania zadan [...].
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
16. | i interpretowanie reprezentaciji. VI.6) stosuje wzor na n-ty wyraz [...] ciggu 77
geometrycznego.
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
17. | i interpretowanie reprezentacji. | VII.2) korzysta z wzoréw sin? a + cos?a =1, 67
_ sina
tg a= cosa
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
18.1. | i interpretowanie reprezentac;ji. VII.1) wykorzystuje definicje funkgji [...] tangens dla 81
katéw od 0° do 180°[...].
ﬁg’,‘vﬁ'}fk”“ Strona 9 z 87
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
18.2. | i interpretowanie reprezentaciji. VII.1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus [...] dla kgtow 56
od 0° do 180°[...].
19 IV. Rozumowanie Zdajacy: 79
" | i argumentacja. VII1.5) stosuje wtasnosci katéw wpisanych i srodkowych.
20 IV. Rozumowanie Zdajacy: 50
" | i argumentacja. VI11.8) korzysta z cech podobienstwa trojkgtow.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
21. | i argumentacja. VII.3) stosuje twierdzenie cosinuséw oraz wzor na pole 47
trojkata P = % -a-b-siny.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
22. | iargumentacja. IX.3) oblicza odlegto$é dwdch punktéw w uktadzie 68
wspotrzednych.
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. IX.2) postuguje sie rownaniami prostych na
23. ptaszczyznie, w postaci kierunkowej [...], w tym 76
wyznacza rownanie prostej o zadanych witasnos$ciach
(takich, jak np. [...] rownolegtos$¢ do innej proste;j).
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
24. | iinterpretowanie reprezentaciji. IX.4) postuguje sie rownaniem okregu 59
(x—a)?+(y—b)? =12
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. X.4) rozpoznaje [...] w stozkach kgt miedzy odcinkami
o5 oraz kat miedzy odcinkami i ptaszczyznami (np. kat 47
’ rozwarcia stozka, kat miedzy tworzgcg a podstawg) [...];
X.5) oblicza objetosci [...] stozka [...], rowniez
z wykorzystaniem trygonometrii.
26 Ill. Wykorzystanie Zdajacy: 64
" | i interpretowanie reprezentaciji. X.5) oblicza objetosci [...] graniastostupow [...].
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
27. | iinterpretowanie reprezentacji. XI.2) zlicza obiekty, stosujgc reguty mnozenia 70
i dodawania [...].
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
28. | iinterpretowanie reprezentacji. | XII.1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu 85
klasycznym.
29 [ll. Wykorzystanie Zdajacy: 91
" | i interpretowanie reprezentaciji. XI1.2) oblicza $rednig arytmetyczng [...].
30 Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy: 70
" | informaciji. XI1.2) [...] znajduje mediane i dominante.
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
31. | iinterpretowanie reprezentaciji. XIIl) rozwigzuje zadania optymalizacyjne w sytuacjach 34

dajgcych sie opisac¢ funkcjg kwadratowa.
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom rozszerzony

POzZIOM ROZSZERZONY

Opis arkusza egzaminu maturalnego

W roku szkolnym 2024/2025 egzamin maturalny z matematyki zostat przeprowadzony na
podstawie wymagan podstawy programowej okreslonej w rozporzgdzeniu Ministra Edukac;ji
z dnia 28 czerwca 2024 r.°

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie rozszerzonym zawierat ogétem 13 zadan
otwartych (ujetych w 12 grup/wigzek tematycznych). Zadania sprawdzaty wiadomosci oraz
umiejetnosci ujete w nastepujgcych obszarach wymagan ogaélinych:

II. Wykorzystanie i tworzenie informacji (1 zadanie otwarte za 2 punkty).

lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (5 zadan otwartych tacznie za 20 punktéw).

IV. Rozumowanie i argumentacja (7 zadan otwartych tgcznie za 28 punktow).

Zdajagcy mogli korzysta¢ z Wybranych wzorow matematycznych na egzamin maturalny
Z matematyki oraz linijki, cyrkla i kalkulatora prostego.

Dane dotyczgce populacji zdajacych

IVCISWNGH  ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIAW ARKUSZU STANDARDOWYM*

Liczba zdajgcych (Formuta 2023) 1310
z licebw ogdlnoksztatcacych 953
z technikéw 356
z branzowych szkét |l stopnia 1
ze szkot na wsi 9
ze szkot w miastach do 20 tys. mieszkancow 233
ze szkot w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 229

Zdajgcy rozwigzujacy ze szk6t w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 839

zadania w arkuszu - -

standardowym ze szkot publicznych 1231
ze szkot niepublicznych 79
kobiety 540
mezczyzni 770
bez dysleksji rozwojowej 1174
z dysleksjg rozwojowg 136
obywatele Ukrainy® 5

* Dane w tabeli dotyczg tegorocznych absolwentow.

5 Rozporzgdzenie Ministra Edukacji z dnia 28 czerwca 2024 r. zmieniajgce rozporzgdzenie w sprawie podstawy
programowej ksztatcenia ogoélnego dla liceum ogdlnoksztatcgcego, technikum oraz branzowej szkoty Il stopnia
(Dz.U. z 2024 r. poz. 1019).

6 Zdajacy — obywatele Ukrainy przystapili do egzaminu maturalnego na podstawie § 3c ust. 1 rozporzgdzenia
Ministra Edukacji i Nauki z dnia 21 marca 2022 r. w sprawie organizacji ksztatcenia, wychowania i opieki dzieci
i mtodziezy bedgcych obywatelami Ukrainy (Dz.U. z 2023 r. poz. 2094 z pdzn. zm.).
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IVCEV-WA  ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZACH DOSTOSOWANYCH

Zdajgcy rozwigzujgcy | z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera

zadania w arkuszach

stabowidzgcy

dostosowanych

niewidomi

stabostyszgcy

niestyszacy

z niepetnosprawnoscig ruchowag spowodowang moézgowym
porazeniem dzieciecym

z zaburzeniem widzenia barw

oO| ©O |O|M|O|O|©

Ogotem

11

Przebieg egzaminu

V-1V INFORMACJE DOTYCZACE PRZEBIEGU EGZAMINU

Termin egzaminu

12 maja 2025

Czas trwania egzaminu dla arkusza standardowego 180 minut
Liczba szkot 100
Liczba zespotow egzaminatorow 2
Liczba egzaminatoréw weryfikatorow 2
Liczba egzaminatoréw 32
Liczba obserwatorow” (§ 8 ust. 1) 0
Liczba w przypadku:
uniewaznien®
art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego rozwigzywania zadan 0
pkt 1 przez zdajgcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez zdajgcego w sali 0
pkt 2 egzaminacyjnej z urzagdzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zaktécenia przez zdajgcego prawidtowego przebiegu 0
pkt 3 egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1 niesamodzielnego rozwigzywania zadan przez 0
zdajacego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepiséw dotyczgcych 0
ust. 7 przeprowadzenia egzaminu maturalnego
art. 44zzy | niemoznos¢ ustalenia wyniku (np. zaginiecie karty 0
ust. 10 odpowiedzi)
Liczba wglagdows® (art. 44zzz) 38

7 Rozporzadzenie Ministra Edukacji i Nauki z dnia 1 sierpnia 2022 r. w sprawie egzaminu maturalnego
(Dz.U. 2 2024 r. poz. 302, z pdzn. zm.).

8 Ustawa z dnia 7 wrze$nia 1991 .

CENTRALNA
KOMISJA

o systemie oswiaty (Dz.U. z 2025 r. poz. 881).

EGZAMINACYJNA FERRAA S
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Podstawowe dane statystyczne

Wyniki zdajacych

UAGGIESRN ROZKEAD WYNIKOW ZDAJACYCH

8
7
6
S
L
o
&
o
R
- 3
/1]
o
2
a 2
1
ML LU L e o
0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68 72 76 80 84 88 92 96 100
wynik procentowy

V=W  WYNIKI ZDAJACYCH — PARAMETRY STATYSTYCZNE®

Zdaiac Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia s(t)adncdh:rlc?:\l:e
i zdajacych | (%) (%) (%) (%) (%) %)
0

Ogoétem
Formula 2023 1310 0 100 24 4 28,23 22,73
w tym:
z liceow 953 0 100 30 22 33,35 22,69
ogolnoksztatcgeych
z technikow 356 0 100 8 4 14,59 16,28
z branzowych szkot 1 L L L L L L
Il stopnia
obywatele Ukrainy 5 — — — — — —

* Dane dotyczg tegorocznych absolwentéw. Parametry statystyczne sa podane dla grup liczacych 30 lub wiecej zdajgcych.
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Poziom wykonania zadan

QIS0 POZIOM WYKONANIA ZADAN

Wymagania podstawy programowej
Wymagania szczegétowe Poziom
Nr . ; wykonania
zad. Wymagania ogéine Gdy wymaganie dotyczy tresci zakresu podstawowego zadania
szkoty ponadpodstawowej — dopisano (P). (%)
II. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
1 informaciji. V.14) (P) postuguje sie funkcjami wyktadnicza 77
’ i logarytmiczna [...] do opisu i interpretacji zagadnien
zwigzanych z zastosowaniami praktycznymi.
2 IV. Rozumowanie Zdajacy: 31
" | i argumentacja. I1.5) korzysta ze wzoréw na: [...] (a + b)™ [...].
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
3. | iinterpretowanie reprezentacji. VI1.8) oblicza katy tréjkata i dtugosci jego bokdéw przy 11
odpowiednich danych (rozwigzuje trojkaty).
4 Ill. Wykorzystanie Zdajacy: 10
" | iinterpretowanie reprezentaciji. XI1.1) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe [...].
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
5. | iinterpretowanie reprezentacji. 111.4) rozwigzuje réwnania i nierébwnosci z wartoscig 49
bezwzgledna.
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
6. | iinterpretowanie reprezentacji. VI.2) rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne i oblicza 41
ich sume.
7 IV. Rozumowanie Zdajacy: 24
" | i argumentacja. VII1.11) (P) przeprowadza dowody geometryczne.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. IX.2) znajduje punkty wspdlne dwoch okregow;
IX.3) zna pojecie wektora i oblicza jego wspotrzedne
8. y . . . 18
oraz dtugos¢, dodaje wektory i mnozy wektor przez
liczbe, oba te dziatania wykonuje zaréwno analitycznie,
jak i geometrycznie.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
9. |. . o . 18
i argumentacja. VII.6) rozwigzuje réwnania trygonometryczne.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. X.3) (P) rozpoznaje w [...] ostrostupach katy miedzy
odcinkami [...] oraz katy miedzy Scianami, oblicza miary
10. . 13
tych katéw;
X.5) (P) oblicza [...] pola powierzchni [...] ostrostupow
[--]
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. 111.3) stosuje wzory Viéte’a dla rownan kwadratowych;
11. I11.5) analizuje réwnania i nierownosci liniowe 37
z parametrami oraz réwnania i nieréwnosci kwadratowe
z parametrami [...].
CENTRALNA

KOMISJA KE Strona 15 z 87
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom rozszerzony

XI111.5) stosuje pochodng do badania monotonicznosci
funkcji;

XI11.6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne

z zastosowaniem pochodne;.

121 IV. Rozumowanie Zdajacy: 16
"7 | i argumentacja. X.5) (P) oblicza objetosci [...] stozka [...].
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. XI11.4) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku
rzeczywistym oraz oblicza pochodna, korzystajgc
z twierdzenh o pochodnej sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu
12.2. [...I; 37

VIAGIESES POZIOM WYKONANIA ZADAN W OBSZARZE WYMAGAN OGOLNYCH

100

<0

80

70 |
60 -
50 -
40 -
30 |

Poziom wykonania (%)

20

10 A

22

[ v
Obszar wymagan ogélnych
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KOMENTARZ — NA PODSTAWIE WYNIKOW ZDAJACYCH W KRAJU

Analiza jakosciowa zadan — poziom podstawowy

Arkusz egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie podstawowym zawierat 25 zadan
zamknietych i 10 zadan otwartych o zréznicowanym stopniu trudnosci, ktérych rozwigzanie
wymagato wykazania sie wiedzg i umiejetnosciami z zakresu nastepujgcych obszaréw
wymagan ogolnych:

I. Sprawnosé rachunkowa

II. Wykorzystanie i tworzenie informaciji

I1l. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacii
IV. Rozumowanie i argumentacja

Poziom wykonania zadan z arkusza egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie
podstawowym w ww. obszarach zostat przedstawiony na wykresie 2. Analiza poziomu
wykonania zadah w poszczegolnych obszarach pozwala stwierdzic¢, ze najwiekszg trudnosc¢
sprawity zdajgcym zadania wymagajgce przeprowadzania rozumowan i podawania
argumentacji oraz zadania wymagajgce stosowania i tworzenia strategii (poziom wykonania
51%). Sa to umiejetnosci opisane w IV obszarze wymagan ogolnych Rozumowanie

i argumentacja, a sprawdzane byly w 7 zadaniach, w tym: w 4 zadaniach zamknietych oraz
w 3 zadaniach otwartych.

Wyzszy poziom wykonania (62%) dotyczy zadan z Il obszaru wymagan Wykorzystanie

i interpretowanie reprezentacji, czyli badajgcych umiejetnos¢ stosowania obiektow
matematycznych i operowania nimi, interpretowania poje¢ matematycznych, dobierania

i tworzenia modeli matematycznych przy rozwigzywaniu probleméw praktycznych

i teoretycznych. Umiejetnosci z tego obszaru byty sprawdzane w 19 zadaniach, w tym:

w 16 zadaniach zamknietych oraz w 3 zadaniach otwartych.

Najwyzszy poziom wykonania (67 %) odnotowano w zadaniach badajgcych umiejetnosci

z zakresu | i Il obszaru wymagan ogdélnych. Umiejetnosci wykonywania obliczen na liczbach
rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora, stosowania praw dziatah matematycznych przy
przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych (I obszar wymagan ogélnych) sprawdzane byty

w 3 zadaniach zamknietych. Natomiast umiejetnosciami z Il obszaru wymagan ogolnych,
czyli interpretowaniem i operowaniem informacjami przedstawionymi w tekécie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykreséw czy diagramoéw,
zdajgcy musieli wykazaé sie podczas rozwigzywania 6 zadan, w tym: 2 zadan zamknietych
oraz 4 zadan otwartych.

Analizujgc wskazniki poziomu wykonania poszczegodlnych zadan arkusza egzaminacyjnego
z matematyki na poziomie podstawowym, ktére zostaty zamieszczone w Tabeli 5., mozna
zauwazyc¢, ze najliczniejszg grupe stanowig zadania fatwe (poziom wykonania od 70% do
89%). Takich zadan jest 15, w tym: 14 zadah zamknietych i 1 zadanie otwarte.

Drugg grupe pod wzgledem liczebnosci stanowig zadania umiarkowanie trudne (poziom
wykonania od 50% do 69%). Takich zadan w arkuszu wystgpito 12, w tym: 9 zadan
zamknietych i 3 zadania otwarte.

Siedem zadan arkusza egzaminacyjnego (6 otwartych i 1 zamkniete) odznacza sie niskim
poziomem wykonania (od 20% do 49%), przez co zakwalifikowano je do kategorii zadan
trudnych.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

W zestawie egzaminacyjnym z matematyki na poziomie podstawowym zadne z zadan nie
byto dla tegorocznych maturzystéow bardzo trudne. Natomiast najwyzszy poziom wykonania
(z zakresu od 90% do 100%) osiggneto jedno zadanie zamknigte (zadanie 29.), co swiadczy
o tym, ze byto ono bardzo tatwe dla zdajgcych.

Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najstabiej

Analiza wskaznikéw wykonania poszczegolnych zadan z zestawu egzaminacyjnego

z matematyki na poziomie podstawowym prowadzi do wniosku, ze najtrudniejszym zadaniem
(poziom wykonania 30%) dla tegorocznych maturzystéw byto zadanie 9. — otwarte krétkiej
odpowiedzi, za ktérego poprawne rozwigzanie mozna byto uzyskaé 2 punkty. W tym zadaniu
sprawdzane byty umiejetnosci z Il obszaru wymagan ogolnych — dobieranie/tworzenie
modelu matematycznego do rozwigzania problemu praktycznego i teoretycznego.

Tresé zadania 9. brzmiata:

Zarzad firmy wydzielit z budzetu kwote 1200000 zfotych fgcznie na projekty badawcze
dla dwdch zespotow: A i B. W pierwszym potroczu realizacji tych projektéw oba zespoty
wykorzystaty tgcznie 146700 zfotych — zesp6t A wykorzystat 13% przyznanych mu
Srodkoéw, a zespdt B wykorzystat 11% przyznanych mu Srodkow.

Oblicz kwote przyznang zespotfowi A na realizacje projektu badawczego.
Zapisz obliczenia.

Wiasciwa interpretacja informacji zawartych w tresci zadania skutkowata utworzeniem
modelu matematycznego prowadzgcego do rozwigzania problemu. W zaleznosci

od wybranego sposobu rozwigzania mozna byto zapisa¢ uktad réwnan z dwiema
niewiadomymi (oznaczajgcymi kwoty przyznane poszczegolnym zespotom) lub rownanie

z jedng niewiadomg (oznaczajgcg kwote przyznang jednemu z zespotéw), co stanowito
pierwszy etap rozwigzania. Realizujgc drugi etap, nalezato wyznaczy¢ rozwigzanie wczesniej
zapisanych zwigzkéw i poda¢ kwote przyznang zespotowi A na realizacje projektu
badawczego.

Przyktady 1., 2.1 3. ilustrujg najczesciej wystepujgce poprawne sposoby rozwigzania
zadania 9.

Przyktad 1.

A - x &K
B“?:I

EY AP 41%3: AL 810

’

1 200 000 Xy = A 200000 ) x = 4200000 = ¥
013 x + 0,4’13 = 446 F0O

0,43-(4100000-%) + 0,11 14 = 6146 700
156 000 - 0,433 + 0,4'73 = 146 700 /10,13y —0,4‘4}
156 000 = 1h6 ¥O0 + om Y /=146 100
9300 = ap Yy |/-159
465 000 = Y

x = 4200000 ~ L5000 = ¥35 000
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Przyktad 2.

¥ = faota 2spoin A

A 700 000~ % = lwoln wsgola [
446100 = OA + (L0 ©00-%)0M
196700 = O5% £4%52000 - O x
A6 F00-4%2000= ©,02%
L=y
414700 = 0,07 x
£9%00

X2 g x = 195000 widkdy
Przyktad 3.
|
N A ﬁ) = 15

e

f | TA209000 T

Lo lelolglal, B lidobood 44 F0D
e A Y,
lg¥x 0 lgA(M 200000~ K |) Fra513200

D gzt hod good T8 BIL T dSI3500

10,02 x = A4 O | - _

« =| £35 00D

A
U idwota | Zespe by

Niski poziom wykonania tego zadania wskazuje na to, ze zdajgcy, pomimo podjecia proby
rozwigzania, mieli problem z poprawng interpretacjg tresci zadania. Czes$¢ zdajgcych, widzac
w opisie problemu wartosci procentowe, btednie uznawata, ze w rozwigzaniu nalezy
wykorzysta¢ procent sktadany (Przyktad 4.)
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

Przyktad 4.
116 760= 4200000 o { +
AL§ Yo0=| 4260 060 ¢ 4,43

17— 1%%
/g{/’_— A900 600 +( 4+ =2 ).

/@_-&mé/%b 15660

1

43
400

Btednie interpretowali tres¢ zadania réwniez ci maturzysci, ktérzy przyjmowali, Zze skoro
wykorzystano kwote 146 700 zt, to wystarczy obliczy¢ 13% i 11% tej kwoty i otrzymane
wartosci zsumowac (Przyktad 5.).

Przyktad 5.

_;—;—.—T-;—_‘;\\“\— f ! 1! |

U 6300 — 1006 | m— R s

X1 | 1 2P/ | 2 ,l IUgguo— 1cSTe
. X | T W%

{uedoo - ny = 100X | || U630 | = QO x |
dgatoat ] || L \eldTFoo = | 100y | /HOD
IVOFIDO = 10l | /: 100 16 127 | =x

o3\ | = X

|
=

104 +1612F = 25 208 - WY& 3% |

Czesc¢ zdajacych nie tylko btednie interpretowata tre$¢ zadania, ale rowniez wprowadzata
dodatkowe zatozenia, ktore w niej nie wystepowaty, ani z niej nie wynikaty. Przyktadem
takiego dodatkowego warunku byto zatozenie, ze kwota 1 200 000 zt zostata réwno
podzielona miedzy oba zespoly i wystarczy obliczy¢ 13% kwoty 600 000 zt, by wyznaczy¢
szukang wartos¢ (Przyktad 6.). W takich rozwigzaniach informacje o tym, ze zesp6t B
wykorzystat 11% przyznanej mu sumy, uznawano za zbedn3 i jej nie wykorzystywano.
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Przyktad 6.
1] A L LT T Tk
7,200,000
sl T . 0
| hitep

2}?’2&0 oL 1Z=605000
bpo ()’“" S
=D

B 5'55‘_ poo-13+ 7004

100000 =100 o -

_. :7%?9'57 T
57’91 ' —aﬂsfe/ / Ieav?f] f”w”ﬁm’ ' 6%} 90 3)7
""'"'-..___‘___ .

Wsrdd rozwigzan pojawiaty sie rowniez takie, w ktérych zdajgcy zapisywali poprawny uktad
réwnan, ale nie potrafili go poprawnie rozwigzaé¢ (Przykfad 7. i Przyktad 8.). W takich
przypadkach zdajacy uzyskiwali 1 punkt za realizacje pierwszego etapu rozwigzania.

Przyktad 7.
/. ’, /‘ .
7 A - 'Aét':"r’é‘ 75’“’7 '91{" 4 é"“/ﬂ-’d’-@ A 'ﬁé‘f?wdz@ /g
(1
A 200, A 3 or o L eop wot e |- 4
AU, FOU o O3 4 Crted 4
7/

/74:7;5 /445&.
704 00 E G

1M

&
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Przyktad 8.
LhCing ! ,Q»;-L.gfom A 200 ood el | | _ARQO 00O+ 446/700,= |
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.'.ugmwmmj Tgdwhe 446 FOO | 1, i ki 2
S=fodmb B 37 2% (98 | 4260 dod
\ﬁ - F\\'mu R Al Yo 2 \3 ‘..O\:{ 4
xiey 2 d2p0 Ooo | | | || x 24200 looo 1y |
’6,455 % e Dy = 246 ;od _',f.fff__ ff"”OaP Eqtada ot ||
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Analiza rozwigzan zadania 9. pozwala zauwazy¢, ze jedng z przyczyn niepowodzen przy
rozwigzywaniu tego zadania jest brak umiejetnosci czytania tresci zadania ze zrozumieniem,
poprawnej jej interpretacji oraz niski poziom opanowania umiejetnosci modelowania
matematycznego.

Zadanie 5. (dwupunktowe, otwarte, krotkiej odpowiedzi) sprawito zdajacym nie mniejszy
problem niz rozwigzanie zadania 9. Bylo to zadanie z IV obszaru wymagan ogodlnych
(Rozumowanie i argumentacja), ktére polegato na przeprowadzeniu dowodu dotyczacego
podzielnosci liczb catkowitych. W rozwigzaniu tego zadania maturzysci mieli wykazac sie
umiejetnoscig podawania matematycznych argumentéw uzasadniajgcych poprawnos¢
rozumowania.

Poziom wykonania zadania 5. (32%) wskazuje na to, ze byto to zadanie trudne

dla przystepujacych do egzaminu maturalnego w 2025 roku.

Aby uzyskaé¢ maksymalng liczbe punktow za rozwigzanie zadania 5. nalezato wykazac,

ze dla kazdej nieparzystej liczby naturalnej n liczba 3n? + 2n + 7 jest podzielna przez 4.
Rozwigzujgc zadanie 5., zdajgcy stosowali rézne podejscie do problemu. Jedni,
wykorzystujgc fakt, ze liczba n jest nieparzystg liczbg naturalng, zapisywali ja w postaci
21+ 1,gdzie L€ Z i | = 0. Nastepnie przeksztatcali liczbe 3n? + 2n + 7 do postaci
4(31% + 41 + 3), w ktorej suma 312 + 41 + 3 jest liczbg catkowitg, co implikowato wniosek,
ze liczba 3n? + 2n + 7 jest podzielna przez 4 dla kazdej liczby nieparzystej n.

Ten sposdb rozwigzania zilustrowano Przyktadem 9.
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Przyktad 9.
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Inny pomyst na wykazanie postawionej w zadaniu 5. tezy mieli ci maturzysci, ktorzy
zapisywali liczbe 3n% + 2n + 7 w postaci sumy algebraicznej liczb podzielnych przez 4
i uzasadniali, ze kazdy ze sktadnikow tej sumy jest podzielny przez 4 (Przyktad 10.

i Przyktad 11.).

Przykiad 10.
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Przyktad 11.
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Stosunkowo liczng grupe wsrdd zdajgcych stanowili ci, ktérzy pomimo poczatkowo dobrego
pomystu na rozwigzanie, nie osiggali w nim sukcesu — popetniali btedy, np. nieprawidtowo
stosowali wzory skréconego mnozenia (Przyktad 12. i Przyktad 13.), btednie wykonywali
redukcje wyrazéw podobnych w otrzymanych wyrazeniach (Przyktad 14.), nieprawidtowo
wytgczali wspodlny czynnik przed nawias (Przyktad 15. i Przyktad 16.).

Przykiad 12.
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Przyktad 14.
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Przyktad 15.
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Cze$¢ zdajgcych, pomimo przeksztatcenia wyrazenia 3n? + 2n + 7 do postaci, ktéra byta
wystarczajgca do zakonczenia dowodu, albo nie byta Swiadoma jego zakonczenia, albo
popetniata btedy w koncowym etapie rozwigzania, tj. w uzasadnieniu podzielnosci liczby
3n2 +2n+ 7 przez 4 (Przyktad 17.)

Strona 26 z 87




Sprawozdanie za rok 2025

Przyktad 17.
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Niektérzy zdajgcy obierali btedng metode rozwigzania zadania, polegajgcg na sprawdzeniu
prawdziwosci tezy tylko dla wybranych wartosci n (Przyktad 18.).

Przyklad 18
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Ws$réd zadan trudnych dla tegorocznych maturzystéw znalazito sie rowniez zadanie otwarte
rozszerzonej odpowiedzi — zadanie 31. (poziom wykonania 38%). Zadanie to badato
umiejetnos¢ dobierania i tworzenia modeli matematycznych przy rozwigzywaniu probleméw
praktycznych i teoretycznych z zakresu wykorzystania i interpretowania reprezentac;ji

(Il obszar wymagan ogadlnych).

W zadaniu 31. zdajgcy mieli wykazac sie umiejetnoscig rozwigzywania zadania
optymalizacyjnego, dotyczgcego problemu teoretycznego, ktéry da sie opisac funkcjg
kwadratowg. Postawiony problem dotyczyt rodziny prostopadtoscianéw ABCDEFGH,

w ktorych krawedz podstawy BC ma diugos¢ 4 oraz suma dtugosci wszystkich krawedzi
wychodzacych z wierzchotka B jest rowna 15. Nalezato wyznaczy¢ wzér i dziedzine funkcji
P pola powierzchni catkowitej takiego prostopadtoscianu w zaleznoéci od dtugosci x
krawedzi AB oraz obliczy¢ dtugo$¢ x krawedzi AB tego z rozwazanych
prostopadtosciandw, ktdrego pole powierzchni catkowitej jest najwieksze. Elementem
pomocniczym w zadaniu byt przyktadowy rysunek takiego prostopadtoscianu z opisanymi
krawedziami.

Aby rozwigzac¢ zadanie 31. nalezato zbudowaé model matematyczny sytuacji opisanej

w zadaniu, a nastepnie zbada¢ wtasnoéci tego modelu. Wyznaczenie poprawnego wzoru
funkcji opisujgcej pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu umozliwiato obliczenie
argumentu, dla ktérego funkcja kwadratowa (funkcja pola) przyjmuje najwiekszg warto$¢.
Wyznaczenie wzoru funkcji P zmiennej x, okreslajgcej pole powierzchni catkowitej
prostopadtoscianu, wymagato wykorzystania zaleznosci pomiedzy dtugosciami trzech
krawedzi wychodzgcych z wierzchotka B okreslonej w tresci zadania (x + 4 + |BF| = 15).
Ustalenie poprawnej zaleznosci miedzy tymi krawedziami prowadzito dalej do wyznaczenia
dtugosci krawedzi BF (wysokosci prostopadtoscianu) w zaleznosci od dtugosci krawedzi
AB (czyli zmiennej x) a w konsekwencji — do wyznaczenia wzoru na pole powierzchni
catkowitej prostopadtoscianu jako funkcji zmiennej x i okreslenia jej dziedziny. Nastepnie
wystarczyto zauwazy¢, ze wykresem funkcji P byt fragment paraboli skierowanej ramionami
do dotu, obliczy¢ pierwsza wspoétrzedng wierzchotka tej paraboli i stwierdzi¢, ze nalezy ona
do dziedziny funkcji P.

Czes¢ rozwigzujgcych to zadanie maturzystéw poprawnie interpretowata tres¢ zadania

i prawidtowo budowata model — wyznaczata wtasciwy wzor funkcji i jej dziedzine, a nastepnie
wyznaczata dlugos¢ x krawedzi AB prostopaditoscianu, dla ktérej pole powierzchni
catkowitej bryty jest najwieksze (Przyktad 19.).
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Przykifad 19.
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Niektorzy rozwigzujacy zadanie 31. dodatkowo — poza wymaganymi elementami okreslonymi
w tresci zadania — obliczali jeszcze wartos¢ najwiekszg funkcji P (Przyktad 20.).

Przykiad 20.
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Do obowigzkowego egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie podstawowym
przystepowali takze ci zdajgcy, ktorzy wybrali matematyke jako przedmiot dodatkowy

na poziomie rozszerzonym. Niektdrzy z nich rozwigzywali zadanie 31. z wykorzystaniem
elementdéw rachunku rézniczkowego (Przyktad 21. i Przyktad 22.).
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Przyktad 22.
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Niski poziom wykonania tego zadania (38%) moze wynika¢ z faktu, ze czes$¢ maturzystéw
miata problem z poprawng analizg tresci zadania i podanych w niej warunkdw, a podejmujac
prébe rozwigzania zadania, stosowali model matematyczny najbardziej im znany, odnoszacy
sie do prostopadtoscianu o podstawie kwadratu. Rozwigzanie z tego rodzaju btedem
obrazuje Przyktad 23.
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Przykiad 23.
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Czesc¢ zdajacych zamiast pola powierzchni catkowitej prostopadtoscianu rozpatrywata tylko
jego potowe bez jakiegokolwiek komentarza (Przyktad 24. i Przyktad 25.).

Przykiad 24.
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Przyktad 25.
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Rozwigzujgcy zadanie 31. nie ustrzegli sie réwniez innego rodzaju bteddw, ktére wykluczaty
uzyskanie maksymalnej liczby punktéw za rozwigzanie tego zadania.

Niepetng punktacje otrzymali zdajgcy, ktorzy nie wypehili wszystkich elementéw polecenia,
np. nie wyznaczyli dziedziny funkcji P(x) (Przyktad 26.).

Przyktad 26.
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Niektorym zdajacym w poprawnym rozwigzaniu zadania przeszkodzit brak podstawowych
umiejetnosci matematycznych niezbednych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych
(Przyktad 27.) czy wyznaczaniu dziedziny funkcji (Przyktad 28.).

Przyktad 27.
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Przykiad 28.
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Pojawity sie réwniez rozwigzania, w ktorych zdajgcy jedynie obliczali wartos¢ pola
dla wybranych wartosci x i na tej podstawie wskazywali najwiekszg warto$¢ pola
(Przykfad 29.).

Przykiad 29.
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Duza czes$¢ zdajgcych, ktora podjeta proby rozwigzania zadania, albo poprzestawata

na zapisaniu warunku x + 4 + |[BF| = 15 (Przykfad 30.), albo w dalszej cze$ci swojego
rozwigzania podejmowata nieudane proby wyznaczenia dziedziny lub zapisania wzoru
funkcji pola (Przyktad 31. i Przykfad 32.).

Przyklad 30.
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Przyktad 31.
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Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najlepiej

Sposréd umiejetnosci sprawdzanych poprzez zadania tworzgce arkusz obowigzkowego
egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie podstawowym w maju 2025 roku
maturzysci bardzo dobrze opanowali:

e obliczanie Sredniej arytmetyczne;j

e obliczanie prawdopodobienstwa w modelu klasycznym

o wykorzystanie wtasnosci funkcji kwadratowej do interpretacji zagadnien geometrycznych
e wykorzystanie definicji funkcji tangens dla kgtéw od 0° do 180°

e zastosowanie wiasnosci katéw wpisanych i srodkowych.

Umiejetnosci te byty badane w zadaniach zamknietych, jedno- lub dwuczynnosciowych. Aby
je rozwigzac wystarczyto zna¢ podstawowe pojecia matematyczne czy tez wlasnosci
rozwazanych obiektdéw, zrozumieé prosty tekst matematyczny, wykonac elementarne
obliczenia lub odczyta¢ dane z rysunkow i diagramow, czyli wykazac sie umiejetnosciami
stosowania poje¢ oraz wykorzystania elementarnych wiasnos$ci obiektow matematycznych
w sytuacjach typowych.

Najwyzszy poziom wykonania wérod zadan arkusza maturalnego z matematyki na poziomie
podstawowym odnotowano dla zadania 29. Byto to zadanie zamkniete, w ktdorym nalezato
wykorzystac definicje sredniej arytmetycznej do wyznaczenia sumy dwéch liczb.
Zdecydowana wiekszos¢ zdajgcych poradzita sobie z poprawnym rozwigzaniem tego
zadania (poziom wykonania 91%).

Nieco stabiej (poziom wykonania 85%) maturzysci poradzili sobie z zadaniem 28. To zadanie
zamkniete wymagato zastosowania klasycznej definicji prawdopodobienstwa. W zadaniu
opisane byto doswiadczenie polegajgce na dwukrotnym rzucie symetryczng szescienng
kostkg do gry, ktéra na kazdej Sciance ma inng liczbe oczek — od jednego do szesciu oczek.
Aby wskaza¢ poprawng odpowiedz, nalezato obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia A,
polegajgcego na tym, ze suma liczb wyrzuconych oczek bedzie réwna 11.

Podobny poziom wykonania (84%) odnotowano dla zadania 12.2., w ktérym nalezato
wskazac¢ réwnanie osi symetrii wykresu funkcji kwadratowe;j.

Niewiele nizszy poziom wykonania (81%) odnotowano dla zadan 18.1.i 19.

W pierwszym z nich zdajgcy mieli obliczy¢ tangens kata ostrego, ktory powstat w trojkgcie
prostokgtnym po opuszczeniu srodkowej na jedng z przyprostokatnych tego trojkata.
Elementem pomocniczym w tym zadaniu byt rysunek trojkgta prostokatnego z wszystkimi
oznaczeniami.

Natomiast w rozwigzaniu drugiego z wymienionych zadan maturzysci musieli wykorzystaé
zwigzek miedzy miarg kata wpisanego i kata srodkowego (opartych na tym samym tuku
okregu) do obliczenia miary kata ostrego w tréjkacie rownoramiennym, ktérego jednym

z katéw byt kat sSrodkowy. Do zadania dotgczony byt rysunek, dzieki ktéremu obliczenie
szukanej miary kata okazato sie dla zdajacych stosunkowo tatwg czynnoscia.

Wsrod zadan otwartych najtatwiejszym dla tegorocznych maturzystéw byto zadanie 30.

z lukg (poziom wykonania 70%), w ktérym nalezato wyznaczy¢ dominante i mediane
zestawu danych przedstawionych na dotgczonym do tresci zadania wykresie stupkowym.
Niewiele nizszy poziom wykonania (68%) odnotowano w otwartym zadaniu 10. krotkiej
odpowiedzi, ktére sprawdzato umiejetnos¢ rozwigzywania nierownosci kwadratowej.
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Byto ono umiarkowanie trudne dla tegorocznych maturzystéw, choé pojawienie sie zadania
z tego zakresu nie powinno stanowi¢ zaskoczenia dla zdajgcych.

Poréwnywalny do poziomu wykonania zadania 10. osiggnieto w zadaniu 11. Byto to zadanie
z lukg otwartg, ztozone z czterech podpunktdw, w ktérych na podstawie dotgczonego

do zadania wzoru oraz wykresu funkcji f nalezato okresli¢ jej dziedzine i zbiér wartosci,
zbioér wszystkich argumentéw, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie, oraz zbiér
wszystkich rozwigzan rownania f(x) = 3. Poziom wykonania tego zadania to 67%.

Analiza wskaznikdéw poziomu wykonania poszczegodinych zadan arkusza egzaminacyjnego
z matematyki na poziomie podstawowym pozwala zauwazyé, ze — podobnie jak w latach
poprzednich — maturzysci najlepiej poradzili sobie gtéwnie z rozwigzaniem zadan
zamknietych, ktére dotyczyty zastosowania elementarnych pojec i wykorzystania wtasnosci
obiektow matematycznych w sytuacjach prostych i typowych. Natomiast zadania otwarte,
ktérych rozwigzanie wymaga zaplanowania strategii, byty dla tegorocznych maturzystow
trudne i umiarkowanie trudne.
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Analiza jakosciowa zadan — poziom rozszerzony
Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najstabiej

Wsréd trzech najtrudniejszych zadanh tegorocznego egzaminu maturalnego na poziomie
rozszerzonym, ktérych poziom wykonania okazat sie mniejszy od 20%, dwa zadania badajg
umiejetnosci z obszaru Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji, a jedno zadanie bada
umiejetnosci z obszaru Rozumowanie i argumentacja. Kolejne — ze wzgledu na wzrastajgcy
poziom wykonania — pie¢ zadan to zadania z obszaru Rozumowanie i argumentacja.

Ponizej przeanalizujemy trzy najtrudniejsze zadania i przyjrzymy sie najczestszym sposobom
ich rozwigzania oraz btedom, jakie popetniali zdajacy.

Najtrudniejszym zadaniem dla tegorocznych maturzystow okazato sie zadanie 4. — poziom
wykonania tego zadania to 14%. Zadanie to badato umiejetnos¢ obliczenia
prawdopodobienstwa warunkowego. Doswiadczeniem losowym rozpatrywanym w zadaniu
byt czterokrotny rzut tradycyjng szescienng kostkg do gry, dlatego zdajacy zwykle nie mieli
probleméw z obliczeniem liczby wszystkich zdarzeh elementarnych. Za ten element
rozwigzania nie otrzymywali jednak punktu, gdyz obliczenie liczby wszystkich zdarzen
elementarnych nie jest konieczne do obliczenia prawdopodobienstwa warunkowego. Istotne
elementy rozwigzania tego zadania to obliczenie liczby zdarzen elementarnych sprzyjajgcych
zdarzeniu polegajgcemu na tym, ze w doktadnie dwoch sposrod czterech rzutow wypadnie
pie¢ oczek oraz obliczenie liczby tych zdarzen elementarnych, ktére sprzyjajg zdarzeniu
polegajgcemu na tym, ze doktadnie dwa razy wypadnie pie¢ oczek i jednoczesnie co
najmniej jeden raz wypadnie szes¢ oczek.

Przyktady 1R i 2R przedstawiajg petne rozwigzanie tego zadania, przy czym autor
rozwigzania przedstawionego w Przyktadzie 2R prawie nie uzywa specyficznej dla rachunku
prawdopodobiehAstwa symboliki.

Przykiad 1R.
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Przyktad 2R.
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Znacznie rzadziej wystepowaty rozwigzania, w ktorych zdajgcy wykorzystywali nastepujgca
wtasno$¢ prawdopodobienstwa warunkowego: P(A|B) = 1 — P(A'|B). W tym sposobie
rozwigzania, podobnie jak w poprzednim, nalezy obliczy¢ |B| (gdzie B byto zdarzeniem
polegajgcym na tym, ze w doktadnie dwdch sposréd czterech rzutdw wypadnie pie¢ oczek)
oraz obliczy¢ moc zbioru A’ N B, a wiec liczbe tych wszystkich zdarzen elementarnych,

w ktorych doktadnie dwa razy wypadnie pie¢ oczek i jednoczesnie ani razu nie wypadnie
sze$¢ oczek.

Przyktad 3R przedstawia poprawne rozwigzanie takim wiasnie sposobem.

Przykiad 3R.

B

A= minl Aoy | 6 K - Oreay 6"
BT dwoa Yoz LBl
A= $(H\p) = *(np)
1,8, 45,6

< 5 U
Be () A e 28, 0y —e0s
\i

8A\: RG]
mab= ()1t =6

EEIL AR S

Sporadycznie wystepowaty rozwigzania, w ktérych zdajacy rozwazali model probabilistyczny,
w ktérym rozpatrywali jedynie dwa rzuty kostkg. Zastosowanie takiego modelu wymaga
jednak uzasadnienia, a przynajmniej stwierdzenia, Zze model, w ktérym zdarzeniem
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elementarnym jest dwuwyrazowy cigg o wyrazach ze zbioru piecioelementowego
{1,2,3,4,6} jest rownowazny modelowi, w ktérym zdarzeniami elementarnymi sg
czterowyrazowe ciggi o wyrazach ze zbioru sze$cioelementowego {1, 2, 3,4, 5, 6}. Ponizszy
Przyktad 4R ilustruje ten sposéb rozwigzania. Na uwage zastuguje w tym przyktadzie zdanie:
,Odrzucam” dwa rzuty z 5, bo nie dajg sukcesu. Maturzysta stwierdzit w nim, moze zbyt
lakonicznie, ze do obliczenia szukanego prawdopodobiehstwa warunkowego wystarczy
rozwazy¢ model probabilistyczny, w ktérym zdarzeniem elementarnym jest dwuwyrazowy
ciag. Wszystkie te ciggi zilustrowat w tabeli 5x5. Jednoczesnie zaznaczyt w niej 9 pal
odpowiadajgcych parom, w ktérych co najmniej jeden wyraz jest széstkg. W rezultacie cate

. . . . . 9
rozwigzanie sprowadza sie do zapisania utamka Pyt

Przyktad 4R.
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Granica miedzy w petni poprawnym rozwigzaniem, a rozwigzaniem z usterkg byta niekiedy
trudno uchwytna. Te drugg sytuacje ilustruje ponizszy Przyktad 5R. Z rozwigzania wynika, ze
zdajacy rozpatruje ciagi czterowyrazowe postaci (5, 5, x, y), w ktérych trzeci i czwarty wyraz
jestrézny od 5. Przyjecie takiego modelu wymaga wyjasnienia, czego w tym rozwigzaniu
niestety nie ma.

Przyklad 5R.
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Wykonalnos¢ tego zadania na poziomie 14% nie oznacza oczywiscie, ze 14% maturzystéw
rozwigzato to zadanie. Odsetek ten oznacza, ze co najmniej 86% rozwigzujgcych to zadanie
nie otrzymato maksymalnej liczby 3 punktow.

Przyjrzymy sie kilku przyktadom, ktore ilustrujg czesciowo rozwigzane zadanie.

W Przyktadzie 6R zdajgcy poprawnie obliczyt liczbe wszystkich czterowyrazowych ciggow,
ktérych doktadnie dwa wyrazy to piatki. Popetnit btgd, obliczajgc liczbe tych cigagow, ktérych
doktadnie dwa wyrazy to pigtki i jednoczesnie co najmniej jeden wyraz to szostka,

a doktadniej w miejscu, w ktérym obliczat, ile jest tych ciggow, w ktérych jest doktadnie jedna

szostka. Zapis (LZL) -1-5 wskazuje, ze zdajgcy poprawnie ustalit, na ile sposobéw mozna

rozmiesci¢ dwie piatki na czterech miejscach, ale brak w zapisanym iloczynie czynnika 2
oznacza, ze zdajgcy nie uwzglednit potozenia szdstki (lub wyrazu réznego od pigtki i réznego
od szostki) na jednym z pozostatych dwéch miejsc.

Przyktad 6R.
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Kolejny Przyktad 7R ilustruje czesto spotykang probe wykorzystania schematu Bernoullego.

Przykiad 7R.
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Schemat ten mozna byto wykorzystac tylko do obliczenia prawdopodobienstwa zdarzenia B.
Do obliczenia prawdopodobienstwa zdarzenia A N B wykorzysta¢ tego schematu wprost
nie mozna byto. W rozwigzaniu tym maturzysta, wykorzystujgc schemat Bernoullego,
poprawnie obliczyt prawdopodobienstwo zdarzenia B.

W kolejnym Przyktadzie 8R maturzysta réwniez probowat wykorzysta¢ schemat Bernoullego,
ale tym razem bez powodzenia.

Przyktad 8R.
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Przyktad 9R pokazuje czesciowo poprawne rozwigzanie, w ktdérym zdajgcy poza poprawnie
obliczong liczbg wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| = 6-6 -6 - 6 = 1296, obliczyt tez
poprawnie moc zbioru B. Postuzyt sie przy tym jedynie regutg mnozenia i regutg dodawania

— dwiema podstawowymi metodami zliczania, ktérych znajomo$¢ wymagana jest na
poziomie podstawowym.

Przyktad 9R.
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W wielu rozwigzaniach zdajgcy potrafili jedynie obliczy¢ liczbe wszystkich zdarzen
elementarnych. Takg sytuacje ilustrujg przykfady 10R i 11R.
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W pierwszym z tych przyktadow warto zwrd6ci¢ uwage na niepoprawnie uzywang symbolike:
Q = 6* (nagminnie stosowany niepoprawny zapis) zamiast |Q| = 6*, ,P(AN B) —co
najmniej [...]” zamiast A N B — co najmniej[...], ,P(4A N B) = 6* — 5%’ zamiast

|A N B| = 6* — 5%, Uzycie przez zdajgcego takiej symboliki pozwala przypuszczag, ze
realizowat on jednak rozszerzony program matematyki.

Przyktad 10R.

4
D=1 | 0296
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W Przyktadzie 11R zdajgcy poprawnie stosuje symbolike matematyczng, ale jedyna
poprawnie obliczona wielkosé to |Q| = 6% = 1296.

Przyktad 11R.
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Drugim wsrdd najtrudniejszych zadan tegorocznego egzaminu na poziomie rozszerzonym
okazato sie zadanie 10. Poziom wykonania tego zadania jest rowny 16%. Zadanie to bada
umiejetnosci z obszaru Rozumowanie i argumentacja, ktory wypadt najstabiej w tegorocznym
egzaminie na poziomie rozszerzonym. Konstrukcyjnie jest to zadanie rozszerzonej odpowiedzi,
z zakresu stereometrii, punktowane w skali 0-5 punktéw. Brytg, ktorej dotyczy to zadanie, jest
ostrostup prostokatny o podanej dtugosci krawedzi podstawy oraz podanym cosinusie kata
miedzy dwiema sgsiednimi Scianami bocznymi, ktére nie sg prostopadte do ptaszczyzny
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podstawy. Wielko$cig, ktorg nalezy obliczyc, jest pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.
Nazwa ostrostup prostokatny nie wystepuje w tresci zdania. Do tresci nie zostat tez zatgczony
rysunek ostrostupa. Brak rysunku z pewnoscig byt dla wielu zdajgcych dodatkowa trudnoscia.
Ostrostup ten zostat natomiast precyzyjnie i jednoznacznie opisany w tresci zadania, ktora jest
nastepujgca:

Podstawa ostrostupa ABCDS jest kwadrat ABCD. Krawedz boczna SA jest wysoko$cig
ostrostupa, natomiast krawedz podstawy ma dfugo$¢ 3+ 34. Cosinus kata [ miedzy Scianami

bocznymi CDS i BCS tego ostrostupa jest rowny (— %)

Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostrostupa. Zapisz obliczenia.

Rozwigzanie tego zadania mozna zrealizowa¢ na bardzo wiele sposobdw. Generalnie mozna te
sposoby podzieli¢ na dwie grupy ze wzgledu na poczatkowg faze rozwigzania.
Do pierwszej z tych grup zaliczymy te rozwigzania, w ktorych zdajgcy wykorzystywali twierdzenie
cosinuséw dla trojkata BDE, gdzie E jest spodkiem wysokosci scian bocznych BCS i CDS
opuszczonych na krawedz CS (zobacz rysunek).

S

h

A

Otrzymujemy w ten sposéb rownanie
d?=x*+x>—2-x-x-cosf

Poniewaz d = 3v/34 -+/2 (dlugos¢ przekatnej kwadratu), a cos 8 = —215 , wiec dostajemy
9
9.-34-2=2x%2-2 2-(——)
x X R
i stad x = 15.
Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata BCE obliczamy dtugo$¢ y odcinka CE:

y= \/(3x/3_4)2 —152=9
Dalsza czes¢ rozwigzania zalezy teraz od tego, czy zauwazymy, ze sciany boczne BCS
i CDS to trojkaty prostokatne, czy tez tego nie zauwazymy. Fakt ten wynika natychmiast
z twierdzenia o trzech prostopadtych, gdyz odcinek AB jest rzutem prostokgtnym krawedzi

BS na ptaszczyzne podstawy ostrostupa, a odcinki AB i BC sag prostopadte, bo sg to dwa
sgsiednie boki kwadratu.
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Jesli wiemy, ze tréjkat BCS jest prostokatny, to wystarczy zauwazyc, ze jest on podobny do
trojkata ECB (oba sg prostokatne i majg wspolny kat ostry przy wierzchotku C). Z tego
podobienstwa otrzymujemy proporcje

|BS| _ |EB|

IBC|  |EC]
czyli —2— =2 istad b = 534
y 3m - 9 ] 51 - .

Do obliczenia pola powierzchni bocznej potrzebujemy jeszcze tylko dtugosci h
przyprostokatnej SA trojkagta prostokatnego ABS. Te mozemy obliczy¢ z twierdzenia
Pitagorasa dla tego trojkata

2 2
h = \/(5\/34) — (3V34) =434
Mozemy tez zauwazy¢, ze jest to trojkat pitagorejski podobny do tréjkata o bokach 3, 4, 5

w skali v34.

Pole powierzchni bocznej ostrostupa jest zatem rowne

1 1
P,,=2-§-3\/ﬂ-4x/3_4+2-5-3\/3_4-5\/3_4=12-34+15~34=918

Taki sposéb rozwigzania przedstawia Przyktad 12R.

Przykfad 12R.
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Fakt, ze trojkgt BCS jest prostokagtny mozemy tez wykorzystaé nieco inaczej. Poniewaz x
jest wysokoscig tego tréjkata opuszczong z wierzchotka kata prostego, wiec mozemy

zapisac réwnanie
x? =y |SE|
152 =9 - |SE|

Stad |SE| = 25. Mamy zatem dtugo$¢ krawedzi bocznej |SC| = 9 + 25 = 34. Teraz,
podobnie jak poprzednio, do obliczenia pola powierzchni bocznej potrzebujemy jeszcze

wielkos¢ h. Te mozemy obliczy¢ z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ACS:

h=\/342—(3\/ﬂ-\/§)2=J342—18-34=J34-(34—18)=\/16-34 = 434

Pole powierzchni bocznej ostrostupa jest zatem rowne
1 1
Py =2-5-3\/34-4\/34+2-§-34-15=12-34+15-34=918

Ten wariant rozwigzania przedstawia Przyktad 13R.
Przyktad 13R.
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Jeszcze inny wariant wykorzystania faktu, ze tréjkat BCS jest prostokatny, mozemy
zaobserwowac w rozwigzaniu przedstawionym w Przyktadzie 14R.

Przyktad 14R.
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Autor tego rozwigzania utozyt uktad trzech réwnan z trzema niewiadomymi. Dwa z tych
réwnan wynikajg z twierdzenia Pitagorasa, trzecie — ze wzoru pole trojkata.

Inne wykorzystanie faktu, ze trojkat BCS jest prostokatny, to zastosowanie funkcji
trygonometrycznych kata ostrego w tym trojkacie. Ich wykorzystanie w gruncie rzeczy
prowadzi to do tych samych proporcji, ktére wynikajg z podobienstwa trojkgtow.

Drugg grupe rozwigzan, znacznie mniej liczng od omoéwionej wczesniej, stanowig te, w ktorych

zdajgcy wykorzystywali wysokos¢ trojkata BED opuszczong z wierzchotka E (zobacz
rysunek).

h
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Te wysokos¢ mozemy obliczy¢ na rozne sposoby. Pokazemy dwa z nich. Pierwszy polega na
zastosowaniu twierdzenia cosinuséw dla tréjkata BDE. Stad obliczamy (w sposdb opisany
poprzednio) x = 15. Teraz z twierdzenia Pitagorasa dla trojkgta BEF mozemy obliczy¢
dtlugos¢ z odcinka FE:

z=J152—(%-3m-ﬁ) =225 =153 = 6v2

Drugi sposéb oparty jest na zauwazeniu, ze wysokos¢ FE trojkata BDE jest jednoczes$nie
dwusieczng kata 3. Wobec tego z trojkata prostokgtnego BEF otrzymujemy
1 1
B IFB| 7d 5'3V34:-V2 317
827 |FE|  z z Cz
Ze wzoru na cosinus podwojonego kata mamy

cosfB = ZCOSZE—l =1-2sin?=

2 2
Stad

9 . 9
20028 _1=—2 oraz 1-2sin2f=-2
2 25 2 25

8 . 17

cos2B =2 oraz sin2f=Y

2 25 2 25

B 2V2 B V17

cos==== oraz sint=1-=

2 5 2 5
B

gdyz > jest katem ostrym. Zatem

p_sing 5 V17 34
©2T BTz 22 &

Otrzymujemy wiec rownanie

z ktérego dostajemy z = 6v/2.

Jak widac¢ drugi z tych sposobdw jest dtuzszy, ale do obliczenia dtugosci odcinka FE nie
potrzebna jest tu dlugos¢ odcinka BE.

Po obliczeniu dtugosci odcinka FE mozemy obliczy¢ dtugos¢ y odcinka CE.
Wykorzystamy twierdzenie Pitagorasa dla trojkata CEF:

y:\/(%'3m-\/7)2—(6\/§)2=\/153—7 =9

Druga faza rozwigzania zadania tym sposobem, a wtasciwie catg grupg sposobdéw, polega
na zauwazeniu podobienstwa tréjkgtow CEF i CAS, a nastepnie obliczeniu dtugosci h
odcinka SA. Z tego podobienstwa otrzymujemy

d
Stad
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Teraz do obliczenia pola powierzchni bocznej potrzebujemy jeszcze tylko dlugosci b
przyprostokatnej SB tréjkata prostokgtnego BCS. Te mozemy obliczy¢ z twierdzenia
Pitagorasa dla tréjkgta ABS:

2 2
b= \/(4\/34) +(3V34)" =534
Wtedy pole powierzchni bocznej ostrostupa obliczamy, sumujgc podwojone pola trojkgtéw
prostokagtnych ABS i BCS:

1 1
Pb=2-§-3\/3_4-4m+2-§-3\/3_4-5\/3_4=12-34+15-34=918

Zamiast oblicza¢ dlugo$¢ b krawedzi bocznej BS mozemy obliczyé dlugos$¢ krawedzi
bocznej CS. Takze skorzystamy z twierdzenia Pitagorasa, tylko tym razem dla trojkata CAS:

S| =\/(4\/ﬁ)2+(3\/ﬁ-x/§)2 =16-34 + 18- 34 = 34

Wtedy nie musimy nawet wiedzie¢, ze trojkgt BCS jest prostokatny, gdyz mamy dtugosé
podstawy CS iwysokos¢ opuszczong na te podstawe. Pole powierzchni bocznej ostrostupa
jest zatem réwne

1 1
Pb=2-§-3\/34-4\/34+2-E-34-15=12-34+34-15 =918

Rozwigzanie reprezentujgce te grupe rozwigzan przedstawia Przyktad 15R.

Do obliczenia wysokosci trojkata BDE opuszczonej z wierzchotka E zdajgcy wykorzystat
zwigzek miedzy cosinusem kata i tangensem potowy tego kata. Stad szybko obliczyt tangens
B

kata E

ﬁgﬁgfkm M Strona 53 z 87

EGZAMINACYJNA FERRAA S



Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

Przykfad 15R.
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W znacznej czeéci rozwigzania maturzystéw konczyty sie na pierwszej fazie, a wiec
obliczeniu wysokosci trojkata CDE. Niektérzy obliczali jeszcze dlugos¢ odcinka CE.
Obliczenie dtugoséci tych dwéch odcinkéw nie jest pokonaniem zasadniczych trudnosci
zadania, dlatego za takie czesciowe rozwigzania zdajgcy uzyskiwali maksymalnie 2 punkty.
Czes¢ z tych zdajgcych nie mogta poprawnie pokonac¢ drugiej fazy rozwigzania z powodu
bteddw interpretacyjnych. Przyjmowali oni np. ze $ciana boczna BCS jest tréjkgtem
réwnoramiennym. Tego rodzaju btad popefnit zdajgcy z Przyktadu 16R.
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Przykfad 16R.
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Czes¢ zdajacych poprzestawata na obliczeniu dtugoéci odcinka BE lub dtugosci odcinkow
BE i CE. Taka sytuacja ma miejsce w kolejnych Przyktadach 17R i 18R.

Przyktad 17R i 18R.
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Wsrod zdajgcey byli rowniez tacy, ktérzy nie potrafili poprawnie okresli¢ kata miedzy Scianami
bocznymi ostrostupa — Przyktad 19R.

Na pierwszy rzut oka mogtoby wydawac¢ sie, ze autorowi tego rozwigzania udato sie obliczy¢
dtlugosc¢ odcinka BE. Tak jednak nie jest. Poprawny z pozoru wynik jest efektem
zastosowania twierdzenia cosinusow w trojkgcie rownoramiennym o podstawie dtugosci

3v34 -2 i kacie  miedzy ramionami, ktérego cosinus jest réwny (— 2%)

Otrzymany odcinek dtugosci 15 nie jest jednak wysokoscig trojkgta BCS opuszczong
z wierzchotka B, a dlugoscig krawedzi bocznej BS ostrostupa.

Przyktad 19R.
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Byly réwniez rozwigzania (Przyktad 20R), ktérych autorzy btednie interpretowali opisany
w tresci zadania ostrostup. Najczesciej rozpatrywali oni ostrostup prawidtowy czworokatny.

Przykiad 20R.
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Przejdziemy teraz do omowienia trzeciego pod wzgledem trudnosci zadania tegorocznego
egzaminu, jakim okazato sie zadanie 3. (poziom wykonania 17%), za ktérego poprawne
rozwigzanie mozna byto otrzymac¢ 3 punkty. To zadanie badato umiejetnosci z zakresu
geometrii ptaszczyzny i dotyczyto podziatu trojkata rownobocznego ABC odcinkiem AD,
ktérego koniec D lezy na boku BC tego trojkata, na dwa trojkaty ABD i ADC o podanym

stosunku pél réwnym % Na podstawie tych danych zdajgcy musiat obliczy¢ miare kata

DAC. Pokazemy najpierw rozwigzanie, ktére wymaga jedynie umiejetnosci z planimetrii

Z zakresu podstawowego.

Pierwsze spostrzezenie, jakiego dokonamy w rozwigzaniu tego zadania, to zauwazenie, ze
trojkaty ABD i ADC majg wspolng wysoko$¢ opuszczong z wierzchotka A. Oznacza to, ze
stosunek pdl tych trojkatdw jest rowny stosunkowi dtugosci ich podstaw, czyli

IBD| v3-1
|cD| 2

Mozemy wigc przyjac, ze |BD| = (V3 —1)x i |CD| = 2x.
C

A

Zatem dtugo$c¢ boku trojkata ABC jest rowna

|AB] = |BC| = (V3 - 1)x +2x = (V3 + 1)x
Prowadzimy wysokos¢ DE trojkata ADC. Wtedy tréjkat DCE to potowa trojkata
réwnobocznego o boku diugosci 2x. Z wtasnosci takiego trojkata otrzymujemy

ICE|=2-ICDl=x oraz |DE| =|CE|-V3 =x3

Mozemy teraz wyznaczy¢ dtugos¢ przyprostokatnej AE trojkata prostokgtnego ADE':

|AE| = |AC| — |CE| = (V3 + 1)x —x = xV/3
Zatem |AE| = |DE|, wiec trojkat prostokgtny ADE jest rownoramienny. To z kolei oznacza,
ze a = 45°.
Tego typu rozwigzania pojawiaty sie niestety sporadycznie. Jedno z nich przedstawia
Przyktad 21R. Witasnosci miarowe tréjkgtow ,ekierkowych” (w tym przypadku tréjkata
prostokgtnego o katach ostrych 30° i 60°) to jedno z podstawowych narzedzi czesto
wykorzystywanych w planimetrii przez uczniow szkoty podstawowej. Uczniowie szkoty
Sredniej tych bardzo prostych narzedzi uzywajg znacznie rzadziej, zastepujac je
twierdzeniem sinusow i cosinusdw, a szkoda, gdyz w wielu zadaniach maturalnych te proste
wiasnosci wystarczajg do rozwigzania zadania, eliminujgc jednoczes$nie wiele
niepotrzebnych rachunkow.
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Przyktad 21 R.‘
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W przewazajgcej czesci poprawnych lub czesciowo poprawnych rozwigzan maturzysci
wykorzystywali funkcje trygonometryczne. Rozwigzanie z uzyciem trygonometrii mozna
podzieli¢ na dwie zasadnicze grupy.

Do pierwszej z tych grup zaliczymy te rozwigzania, ktére nie wykorzystujg twierdzenia
sinusow ani twierdzenia cosinuséw. Ponizej jedno, najczesciej spotykane w tej grupie,
rozwigzanie.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C

Korzystajgc dwukrotnie ze wzoru na pole trojkata z sinusem oraz z podanego stosunku pol
trojkgtow ABD i ADC, otrzymujemy

L |AD| - |AB] - sin(60° — a) _ % ‘m-a-sin(60° — a) _sin(60° — a)

Papp 7

- 1 ) 1 ) i
Papc E-IADI-IACI-sma 5-m-a-sina sina
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sin(60° —a) V3 -1
sina 2
Pozostaje rozwigza¢ rownanie trygonometryczne.
Z wtasnosci proporcji i ze wzoru na sinus réznicy kgtéw otrzymujemy
2(sin 60° cos @ — cos 60°sina) = (\/§ - 1) sina

V3 1
2<—cosa—§sina> = (V3-1)sina

2

V3cosa —sina = V3sina —sina
cosa =sina

Poniewaz kat a jest ostry, wiec cos a # 0. Mozemy zatem obie strony otrzymanej réwnosci
podzieli¢ przez cos a, otrzymujac
sina

cosa

tga=1
Zatem a = 45°.
llustracja takiego sposobu rozwigzania jest Przykiad 22R.

Przyktad 22R.
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Do drugiej grupy rozwigzanh wykorzystujgcych trygonometrie zaliczymy te, w ktoérych
wykorzystamy twierdzenie sinusoéw lub twierdzenie cosinuséw, lub jedno i drugie.

Préba rozwigzania zadania takim sposobem zostata przedstawiona w Przyktadzie 23R.

Przyktad 23R.
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Przyktad ten pokazuje jak wazna jest sprawnos$é rachunkowa, w tym przypadku w zakresie

o . . . _ 3=V3 . . .
dziatan na pierwiastkach. Réwnanie cosa = Py jakie po zmudnych rachunkach

otrzymat autor tego rozwigzania, jest poprawne. Niestety proba uproszczenia wyrazenia
stojgcego po prawej stronie tego rownania nie powiodta sie. Kolejna zapisana rownosc¢
3-v3  _ (3-V3)}V6-3V3
2J6—3v3  2V36-27
pierwiastek i zastosowac¢ wzor skroconego mnozenia na kwadrat roznicy:

- 1’ -V3)" 19— 6v3+3 _ 12—6\/§_1 2(6-3v3) 2
26 — 3\/— 6-3vV3 2y 6-3v3 6-3V3 24 6-3V3 2

Niektorzy zdajgcy przyjmowali jako niewiadomg kat BAD i otrzymywali nawet wtasciwg
wartos¢ funkcji trygonometrycznej tego kata. Nie potrafili jednak wyznaczy¢ jego miary.
Z taka sytuacjg mamy do czynienia w Przykfadzie 24R.

jest nieprawdziwa. Wystarczyto np. wciggna¢ licznik utamka pod

Przyktad 24R.
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Maturzysta otrzymat rownanie tga = 2 — V3, w ktérym a oznacza miare kata BAD.
Wyznaczenie miary kagta a okazato sie zbyt trudne. Zdajgcy mogt prébowaé oszacowaé te

miare. Wystarczyto obliczy¢ przyblizong wartos¢ liczby 2 — V3. Jest to okoto 0,2679
i odczytac z tablic przyblizong miare tego kata: a = 15°. To oczywiscie nie jest koniec
zadania. Nalezy jeszcze sprawdzi¢, czy doktadna warto$¢ tangensa 15° jest rowna

V3
tg45°—tg30° _ 1-—  3-y3

2 — /3. Mozna to zrobié np. tak: tg15° = tg(45° — 30°) = tgas g3~ B T 3G
’ 1+1—
3

2
= (335)\{?_\/5) =2 :\_/?3 =1 66\/5 = 2 —+/3. Zatem a = 15°. Stad B = 60°— a = 45°
(oznaczenie B z rozwigzania zdajgcego).
Wystepowaty takze, cho¢ sporadycznie, rozwigzania, w ktérych zdajgcy wykorzystywali
aparat geometrii analitycznej. Ten sposéb rozwigzania w przypadku tego zadania jest
obarczony dosy¢ ucigzliwymi rachunkami, dlatego tylko maturzysci bardzo sprawni
rachunkowo dochodzili do korncowego rezultatu. Ponizej Przyktad 25R przedstawiajgcy

analityczne rozwigzanie tego zadania.

Przyktad 25R.
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Jednym z powoddw tak niskiej wykonalnosci tego zadania byt wspomniany juz wczesniej
wybor nie do konca odpowiednich narzedzi matematycznych. Nie tylko chodzi o to, ze nie
miaty one zastosowania do rozwigzania tego zadania, co o fakt, ze ich zastosowanie
skutkowato koniecznoscig wykonania wielu operacji rachunkowych, najczesciej na
pierwiastkach, z ktérymi maturzysci sobie nie radzili. Ci maturzysci najczesciej zdobywali 1,
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rzadziej 2 punkty za rozwigzanie tego zadania. Zaprezentowane wczesniej rozwigzanie

w Przyktadzie 24R jest dobrg ilustracjg tego problemu. Licznej grupie zdajgcych, mimo
dobrego pomystu na rozwigzanie, przeszkodzity zwykte btedy rachunkowe, a niejednokrotnie
nawet btedy nieuwagi. llustracjg takiej sytuaciji jest rozwigzanie z Przyktadu 26R.

Zdajacy juz na wstepie popetnit btad i w miejsce pola trojkata ABD wstawit formute na pole
trojkata ADC, a w miejsce pola tréjkgta ADC wstawit formute na pole trojkagta ABD. Dalej
bardzo sprawnie doszedt do rownania trygonometrycznego z niewiadoma «, poprawnie
zastosowat wzor na sinus roznicy katow, poprawnie tez zapisat wartosci sinusa i cosinusa
kata 60°. Niestety mnozgc czynniki po prawej stronie réwnania, popenit btgd rachunkowy,
choé raczej nalezy przypuszczaé, ze btad ten to efekt nieuwagi, ktéry doprowadzit go do
réwnania sina = 0. Zdajgcy zapisat takg odpowiedz zamiast krytycznie oceni¢ otrzymany
wynik. Wéwczas by¢ moze sprébowatby sprawdzi¢ swoje rozwigzanie i poszukac btedu.

Przykfad 26R.
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Podobne rozwigzanie, lecz z innym zakonczeniem, mozemy zobaczy¢ w Przyktadzie 27R.

Przykiad 27R.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

Autor tego rozwigzania oznaczyt literg a miare kagta BAD. Wtedy szukany kat DAC ma
miare 60° — a. Wnioskujac z zapisanej odpowiedzi, maturzysta juz o tym nie pamietat.
Zdajacy nie popefnit zadnego btedu rachunkowego. Otrzymat poprawne réwnanie

tga =2 — V3. Nawet zapisana przyblizona wartos¢ liczby 2 — V3 jest poprawna. Zdajgcy
nie uzasadnit jednak, ze kat @ ma doktadnie 15°. Tych ktopotéw mozna byto unikngé,
oznaczajac jakas$ literg miare szukanego kata. Wtedy otrzymaliby$my tangens réwny 1,
skad wnioskowaliby$smy, ze miara szukanego kata to 45°.

Jednym z elementow rozwigzania tego zadania, za ktéry zdajgcy mogli otrzymac 1 punkt,
byto zapisanie, ze stosunek dtugosci odcinkéw BD i CD jest réwny % Whiosek ten jest
natychmiastowy, o ile zauwazymy, ze trojkgty ABD i ACD majg wspdlng wysokosc¢
opuszczong z wierzchotka A. Maturzysci w wiekszosci z tego nie korzystali (cze$¢ w nich
prawdopodobnie w ogdle tego nie zauwazyla), wykorzystywali natomiast wzor na pole

trojkata z sinusem i wtedy najczesciej dochodzili do tego samego rezultatu. Nie wszystkim
jednak zastosowanie tego wzoru pozwolito uzyskac¢ ten wynik. Nie udato sie to autorowi

rozwigzania przedstawionego w Przyktadzie 28R. Zdajgcy zauwazyt, ze czynniki % i sin 60°
wystepujace w liczniku i mianowniku otrzymanego stosunku pol skrocg sie i te czesé
obliczen wykonat w pamieci, nie zauwazajgc jednoczesnie, ze skréci sie rowniez czynnik a,
ktéry takze wystepuje w liczniku i w mianowniku. W rezultacie zdajgcy otrzymat poprawng
zaleznos¢ 2ax = (V3 — 1) (a® — ax) miedzy wielkodciami a i x, ktérg potem skreslit. Nie
jest to jednak zaleznos¢ liniowa.

Przyktad 28R.
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Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najlepiej
Tegoroczni maturzysci na poziomie rozszerzonym najlepiej opanowali umiejetnosci:

e postugiwania sie funkcjg wyktadniczg do opisu i interpretacji zagadnien zwigzanych
z zastosowaniami praktycznymi

e rozwigzywania nierdwnosci z wartoscig bezwzglednag

e rozpoznawania szeregow geometrycznych zbieznych i obliczania ich sum

e obliczania pochodnej funkcji z wykorzystaniem wzoru na pochodng ilorazu oraz
zastosowania pochodnej do rozwigzania zadania optymalizacyjnego.

Najtatwiejszym zadaniem w arkuszu dla poziomu rozszerzonego (poziom wykonania 77%)
okazato sie zadanie 1. W tresci zadania opisane zostato zjawisko wzrostu liczebnosci N
populacji pewnego gatunku bakterii, podany zostat wzér N(t) = N, - k* funkcji N
zmiennej t, objadnione zostaty wszystkie wielkosci wystepujgce w tym wzorze, wreszcie
podana zostata liczebnos¢ populacji w momencie rozpoczecia obserwacii i liczebnosc tej
populacji po dwdch godzinach od chwili rozpoczecia obserwacji. Zadaniem maturzysty byto
obliczenie, o ile procent wzrastata liczebno$¢ rozpatrywanej populacji w ciggu kazdej godziny
obserwaciji. To zadanie byto oceniane w skali 0—2 punkty.

Drugim z najtatwiejszych zadan tegorocznego egzaminu na poziomie rozszerzonym okazato
sie zadanie 5. Poziom wykonania tego zadania byt juz znacznie nizszy od poziomu
wykonania zadania 1. i wyniést 52%. Zadanie 5. polegato na rozwigzaniu nieréwnosci

z wartoscig bezwzgledng z jedng niewiadoma. Za rozwigzanie tego zdania maturzysta mégt
otrzymaé maksymalnie 4 punkty.

Trzecim z kolei najtatwiejszym zadaniem okazato sie zadanie 6. (poziom wykonania 46%)
Zadanie dotyczyto nieskonczonego ciggu geometrycznego, w ktérym dana byta suma
pierwszego i trzeciego wyrazu oraz suma kwadratow tych wyrazéw. Nalezato obliczy¢ sume
wszystkich wyrazow tego ciggu. Podobnie jak poprzednio maturzysta mogt za rozwigzanie
tego zadania otrzymaé maksymalnie 4 punkty.

Oméwimy te zadania, ilustrujgc je przyktadami rozwigzan maturzystow.

Rozwigzanie zadania 1. wymagato od maturzysty poprawnej interpretacji danych.

W szczegolnosci musiat on poprawnie zinterpretowac zdanie: W chwili rozpoczecia
obserwacji liczebnos¢ populacji byta rowna 10 000, a po dwoch godzinach byta rowna

15 625. Informacja ta wyrazona w postaci odpowiednich réwnan ma postac

N(0) = 10 000, ale N(0) = N, - k® = Ny, wiec Ny = 10 000, oraz N(2) = 15 625, wiec
15625 = 10 000 - k2.

Wartos$¢ dodatniej podstawy k jest zatem réwna

. 15625 .
~ 10000

Teraz pozostaje tylko poprawnie zinterpretowaé otrzymany wynik i zapisa¢ odpowiedz:
Liczebnos$¢ populacii tej bakterii w ciggu kazdej godziny wzrastata o 25%.
Przyktady 29R i 30R ilustrujg petne rozwigzania.
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Przykfad 29R.
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Przyktad 30R.
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Ci zdajacy, ktérzy poprawnie interpretowali dane, ale nie otrzymywali maksymalnej liczby
punktéw, najczesciej poprawnie obliczali warto$¢ k. Niektorzy, tak jak w Przyktadzie 31R,
btednie interpretowali otrzymany wynik.

Przykfad 31R.
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Inni, jak zdajgcy z Przyktadu 32R, popetniali proste btedy rachunkowe.
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Przyktad 32R.
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Jeszcze inni, jak zdajgcy z Przykfadu 33R, nie widzieli, ze z obliczonej wartosci k = 1,25
natychmiast otrzymujemy odpowiedz.

Przyktad 33R.
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Zdajacy, ktorzy nie otrzymali zadnego punktu za rozwigzanie tego zadania, najczesciej nie
obliczali wartosci k (Przyktad 34R) albo niepoprawnie interpretowali dane zadania.

Przykiad 34R.
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Przejdzmy teraz do drugiego z najtatwiejszych zadan, jakim jest zadanie 5.
Zdajgcy miat za zadanie rozwigzaé nierownos¢ |x — 2| — 2 - |x + 3| < —2.
Nieréwno$¢ te mozna rozwigzaé na wiele sposobdw, jednak w zdecydowanej wiekszosci
maturzysci rozwigzywali jg nastepujgco:
— dzielili zbior R na trzy roztgczne przedziaty: (—oo, —3), [—3, 2), [2, +0),
— w kazdym z tych przedziatéw zapisywali nierowno$¢ bez uzycia symbolu wartosci
bezwzglednej oraz rozwigzywali otrzymang nieréwnosc liniowg z jedng niewiadoma,
— wyznaczali wszystkie rozwigzania nierownosci w kazdym z tych przedziatow,
— wyznaczali sume otrzymanych zbiorow rozwigzan w poszczegolnych przedziatach.
Przyktad 35R przedstawia takie rozwigzanie. Zdajacy zrealizowat je bezbtednie.

Przyktad 35R.
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W duzej czesci prac pojawiaty sie btedy rachunkowe, ktére skutkowaty przyznaniem
mniejszej niz maksymalna liczby punktéw. Nadal jednak w tych pracach widaé¢ poprawng
realizacje tej metody rozwigzania. W Przyktadzie 36R mamy do czynienia z takg sytuacja.
Jedyny btad, jaki popetnit ten zdajacy, to btgd rachunkowy w pierwszym rozpatrywanym
przedziale. Zdajgcy zapisat x + 12 < 0 zamiast x + 10 < 0.
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Przyktad 36R.
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W nastepnym Przyktadzie 37R zdajgcy popetnit dwa btedy i oba te btedy sg merytoryczne.
Pierwszy btgd to wyznaczenie niepoprawnego zbioru rozwigzan nieréwnosci w drugim

z rozpatrywanych przedziatéw. Zdajacy zapisat x € (—3, —g) zamiast x € (—%, 2). Drugi

btad, w ktérym zdajgcy zamiast zsumowac otrzymane przedziaty, wyznaczyt ich iloczyn, ktory

w tym przypadku jest zbiorem pustym, moze oznaczac, ze autor rozwigzania nie do konca
rozumie obrang przez siebie metode rozwigzania.
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Przyktad 37R.
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Kolejng grupe rozwigzan stanowig te, w ktérych zdajgcy poprawnie rozwazajg nierownosc

w trzech przedziatach, poprawnie opuszczajg w kazdym z tych przedziatdw symbole wartosci
bezwzglednej, poprawnie tez rozwigzujg otrzymane nieréwnosci liniowe. Nie wyznaczajg
jednak poprawnych zbioréw rozwigzan rozpatrywanych nieréwnosci w poszczegolnych
przedziatach. Nalezy tu dodag¢, ze stwierdzenie tego btedu jest niekiedy oczywiste, a niekiedy
trudne. Przyjrzyjmy sie trzem przyktadom: 38R, 39R i 40R. Pobiezny oglad rozwigzania

z Przyktadu 38R moze prowadzi¢ do wniosku, ze nierdownos$¢ jest rozwigzana poprawnie.
Doktadna analiza rozwigzania pokazuje jednak, ze wynik otrzymany przez zdajgcego jest
efektem btedéw merytorycznych, jakie maturzysta popetnit, rozpatrujgc nieréwnos¢

w przedziale [—3,2) oraz w przedziale [2,+00). Zbiorem rozwigzan rozpatrywane;j
nieréwnosci w przedziale [—3,2) nie jest wyznaczony przez zdajacego przedziat

[—%, +00). W rozpatrywanym przedziale [2,+) zdajacy zapisat: x > —6 € D, co

najprawdopodobniej ma oznaczag, ze liczba (—6) nie nalezy do rozpatrywanego
przedziatu, a by¢ moze oznacza, ze zbiorem rozwigzan nierownosci w tym przedziale jest
zbidr pusty.
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Przyktad 38R.
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Z kolei pobiezny oglad rozwigzania z Przyktadu 39R wskazuje, ze zdajgcy w ogole nie
wyznacza czesci wspolnych otrzymanych w rozpatrywanych przedziatach zbiorow rozwigzan
nierdwnosci z tymi przedziatami.
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Przykiad 39R.
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Jest to jednak nieprawda, o czym swiadczy wyznaczona na koncu rozwigzania suma
przedziatow. Pomijajgc btgd rachunkowy, jaki zdajgcy zrobit w ostatnim z rozpatrywanych

przedziatow (zamiast x > —6 zapisat x > 6), oraz btagd zapisu (zamiast —% zapisat —%),

to drugi przedziat wyznaczonej przez zdajgcego sumy (—o0,—10) U (—; 2) U (6, +x)

wskazuje, ze zdajgcy jednak wyznaczyt zbiory rozwigzan nieréwnosci w poszczegolnych
przedziatach.
Opisany wyzej btgd jest natomiast widoczny w rozwigzaniu z Przykfadu 40R.
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Przykiad 40R.
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Przejdzmy do znacznie rzadziej wystepujgcych metod rozwigzania. Jedng z takich metod
jest rozpatrywanie przypadkow ze wzgledu na wszystkie mozliwe kombinacje znakow
wyrazen w modutach. W przypadku nieréwnosci z dwoma modutami oznacza to konieczno$é
rozpatrzenia czterech przypadkéw. Metoda ta w przypadku nierdwnosci z trzema modutami
prowadzi do rozpatrzenia o$miu przypadkow, jest wiec wtedy nieekonomiczna. Przyktad 41R
to proba realizacji takiej metody rozwigzania. Niestety zupetnie nieudane;j.

Przykiad 41R.

@ A1 = l'f s ISR

AX-2) 1 & (k&) €2 [ x=21 1= 9(x})

4 v
= (x~Q) H Ix*b <L (k*2)
k¢ Px b |-l A x+3] = +2e(x*2)
3 X6
X K[-1Z-atg v
L (x™)
x| & [F40 Ux |+

7)) g’—x]- 2 xte <42
r +
x-2 - Zx¥6 S T4
X AKX & —g% 270
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g X € (=50, 1) V[ 6.+ )
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Kolejna z algebraicznych metod rozwigzania nieréwnosci modutowej opiera sie na dwoch
réwnowaznosciach

x| <aex>—-aAx<aoraz |x| >ae=x<—-aVx>a,
ktore sg prawdziwe dla dowolnych liczb rzeczywistych x i a.
Zastosowanie tej metody wymaga rozumienia struktury logicznej dokonywanych zapiséw, co
dla wielu uczniéw, nawet dobrych, jest trudne.
Przyktad 42R pokazuje rozwigzanie tg metoda.

Przykiad 42R.
» |x=2[ 2t~ 4
K-l L2822 x> =Llxes] 2
RAPSY D3 SRRRVARRE ) <=1 5 WARSY
(2 x+4E( > X ¥ (2. u~<6) >4=X
<QX1‘5>)< Lk x4 5<~)()£’ (‘z)<+5>é-—x&,gg,(,/(x,;/

é<>’6’ Lb Xz =T 7 ( Iap: --% 2 X<~//
'R TEL
=6 o] |- A RO

X@/rw;/a) 5/72/@/
Siiiee ] gy
\V4

xe (= oe,-a0) v /,%Q&/

Ostatnia z metod, ktorg tu zaprezentujemy, to metoda graficzna. Polega ona na zbadaniu
wzajemnego potozenia wykresow dwdch funkcji okreslonych na zbiorze R i opisanych
wzorami, w ktérych wystepujg symbole wartosci bezwzglednej. Wygodnie jest przy tym
zapisac¢ najpierw nieréwnos¢ w postaci rownowaznej, np. |x — 2| + 2 < 2|x + 3| idalej
rozwazac funkcje f(x) =|x —2|+ 2 i g(x) = 2|x + 3|. Wygodniej dlatego, ze wykresy
obu tych funkcji mozna tatwo otrzymac, wykonujac przeksztatcenia geometryczne wykreséw
funkcji liniowych. Wykres funkcji f otrzymujemy, przeksztatcajagc odpowiednio prostg

o rébwnaniu y = x — 2. Podobnie, odpowiednio przeksztatcajgc prostg o rownaniu

y = x + 3, otrzymujemy wykres funkcji g. Wykresy funkcji f i g rysujemy w tym samym
uktadzie wspotrzednych.
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Teraz wystarczy ustali¢ odciete punktéw A i B przeciecia tych wykresow. O ile odczytanie
odcietej punktu kratowego A jest natychmiastowe: x, = —10, to odczytanie wspotrzednych
punktu B moze by¢ kiopotliwe. Mozna to jednak zrobi¢, wykorzystujgc punkty kratowe
K=(-1,4),L=(0,4),M =(0,6), N =(—1,5). Punkty K i M leza na wykresie
funkcji g, apunkty L i N na wykresie funkgcji f.

/ 1

K

y =2z + 3

31

Woystarczy teraz tylko zauwazyc, ze trojkgt LMB jest podobny do trojkata NKB, a skala

tego podobienstwa jest réwna % = 2. Stad wynika, ze |BQ| = g |PQ| = g 1= % . Wobec
tego odcieta punktu B jestrowna xp = —g, a w konsekwenciji rozwigzaniem nierdwnosci

f(x) < g(x) jestkazda liczba x € (—o0,—10) U (=2, +00).

Metode graficzng wykorzystat zdajacy z Przyktadu 43R. Zdajgcy ten rozwazyt funkcje
f(x) = |x — 2| — 2|x + 3| orazfunkcje statg g(x) = —2. Przed narysowaniem wykresu
funkcji f zdajacy zapisat jej wzor bez uzycia modutow.
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Przykiad 43R.
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Zdajacy nie uzyskat jednak poprawnego rozwigzania, gdyz nie zauwazyt, ze wykresy tych

funkcji majg dwa punkty wspdlne.
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Ostatnim z trzech najtatwiejszych zadan tegorocznego egzaminu, ktére oméwimy, bedzie
zadanie 6. Rozwigzanie tego zadania skfadato sie z dwéch etapow. Pierwszy etap polegat na
wyznaczeniu wszystkich ciggéw geometrycznych spetniajgcych podane w tresci zadania
warunki: a; + az = 20 i a? + a% = 328, gdzie a, i a; to pierwszy i trzeci wyraz
nieskonczonego ciggu geometrycznego (a,). W drugim etapie rozwigzania zdajgcy musiat
obliczy¢ sume wszystkich wyrazéw wyznaczonego ciggu, ale tylko w tych przypadkach,

w ktorych suma ta byta skonczona.

Pierwszy etap zdajacy realizowali na rozne sposoby. Jedni rozwigzywali podany w tresci
zadania uktad rownan z niewiadomymi a,; i as. Stad otrzymywali rownanie kwadratowe

z jedng niewiadomg a, lub as. Dalsza cze$¢ rozwigzania przebiegata roznie, ale
najczesciej, po obliczeniu pierwszego (lub trzeciego ) wyrazu ciggu, zdajgcy wyznaczali
mozliwe ilorazy ciggu, odrzucajgc te, dla ktérych nie istnieje skonczona suma szeregu
geometrycznego. Przyktad 44R przedstawia takg wiasnie sytuacje.

Przyktad 44R.
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Inna grupa zdajgcych od razu wykorzystywata wzor ogdlny ciggu geometrycznego,
otrzymujgc najpierw ukfad réwnan z dwiema niewiadomymi a; i q, z ktérego nastepnie
otrzymywali rownanie wielomianowe z jedng niewiadomg q. Ten sposdb rozwigzania

wystepowat najczesciej. Dobrze ilustruje to Przyktad 45R.

Przyktad 45R.
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W rozwigzaniu tym warto zwroci¢ uwage na to, ze po uzyskaniu rownania dwukwadratowego
72q* — 65692 + 72 = 0 maturzysta nie zaczat mechanicznie stosowa¢ algorytmu
rozwigzywania rownania kwadratowego, ale podzielit obie strony rownania przez 4, a potem
jeszcze obie strony otrzymanego réwnania przez 2. To pozwolifo mu znacznie uprosci¢

rachunki. Niestety, nie wszyscy maturzysci tak postepujg, co mozemy zaobserwowac
W poprawnym rozwigzaniu z Przyktadu 46R.

Przyktad 46R.
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Ostatni, najrzadziej wystepujgcy sposob rozwigzania pierwszego etapu, polegat na
podniesieniu obu stron rownania a; + az; = 20 do kwadratu. Pozwala to w konsekwencji
szybko obliczy¢ drugi wyraz ciggu. llustracje tej metody przedstawia Przyktad 47R.
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Przyktad 47R.
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Realizacja drugiego etapu rozwigzania to zastosowanie wzoru na sume szeregu
geometrycznego. Zdecydowana wiekszos¢ zdajgcych, ktérzy poprawnie zrealizowali
pierwszy etap rozwigzania, sumy te obliczyta poprawnie. Niektorzy jednak nie obliczali tych
sum w ogole, tak jak zdajgcy z poprzedniego przyktadu oraz z Przyktadu 48R.

Przykiad 48R.

(o, b, ¢ c,qeommdcinkd, R +oo,-20
ICACAEYIIEEEEEREEN 0+ g, 53

L(o,:4 l.O,,.qm odqf) |

/ Qa 320 | | | )
e L e

Strona 82 z 87




Sprawozdanie za rok 2025

@j Oy Wigl*) | |

@ 1 o, 4 o.q = 88 |
2 9|
4:0 20 4
@u(/uq\z ) b W) Oh = 52
| 400 £ 400 ¢
/1+Q,q‘24'q\.4 (A*QQ\Z?Q:’)Q“ + ?728

228 (U + ;quﬂqj); = 460+ 4"00(3,"
228« (50qt 1 2280 - 4005|400 =0
—¥2gY+ €569 =32 =0 |2 |
—26g°+ B85 BC=0 -4 |
g 618 =0 | ISR EEEEEEEE
-Bq"F8254-[9/=0
N®)=0 ||
(g -2)0d(g - ’b}ﬂ%\(o{ 21 (g- %) =0
(G-2)(1Sq "2 g +3) =0 |
hN(-2)=0 |
~Sal@+a) (g, + 8)70( 4190
(. 8)(-35/+4) =0
(o= 2l g+ 2[4+ 26} (4 =35 )=0
q-2=0/vg+5=0 vty Aro=0v 1-85=0

= y -3y lbqt:@/-/f ‘,1-69‘:—-/

WIN

Inni popetniali bledy merytoryczne wynikajgce z nieznajomosci twierdzenia o sumie szeregu
geometrycznego. Autor rozwigzania z Przyktadu 49R zatozyt bfednie, ze szereg
geometryczny jest zbiezny, gdy iloraz g jest dodatni, co zapisat w pierwszej linii
rozwigzania, i w dalszej czesci wzigt pod uwage tylko ilorazy dodatnie. Obliczone sumy

S; i S;; nie sg sumami wszystkich wyrazoéw ciggow, tylko sumami dwéch pierwszych
wyrazow tych ciggow.
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Przykiad 49R.
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Wsrod btedow, jakie wystepowaty w rozwigzaniach tego zadania, szczegolnie istotne sg te,
ktore uniemozliwiajg maturzyscie realizacje strategii rozwigzania. Przyjrzyjmy sie
nastepujgcemu rozwigzaniu z Przyktadu 50R, w ktorym zdajgcy najpierw wykorzystat wzor
na n-ty wyraz ciggu geometrycznego i zapisat uktad rownan z niewiadomymi a; i q, po
czym zrezygnowat z tego pomystu. Zapisat rowniez warunek zbieznosci szeregu
geometrycznego oraz wyznaczyt z rownania a, + az = 20 pierwszy wyraz, cho¢ do
drugiego rownania podstawit w miejsce az liczbe 20 — a,. Otrzymat w ten sposéb
poprawne rownanie kwadratowe z niewiadomg a;. Rownanie to rozwigzat btednie,
otrzymujgc dwa ujemne rozwigzania. Konsekwentnie do obliczonych wartosci a; prébowat
obliczy¢ iloraz ciggu. W obu przypadkach otrzymat rownanie sprzeczne. Zdajacy niestety na
tym poprzestat, zamiast krytycznie ocenic¢ otrzymany rezultat. Umiejetnos$¢ krytycznej oceny
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rezultatdw wykonywanych obliczen nie jest niestety wystarczajgco ksztattowana w trakcie
nauki matematyki. Btad, jaki popetnit zdajacy mozna byto tatwo wychwyci¢ — wystarczyto
zauwazyé, ze gdy a; < 0,tosuma a? — 20a, + 36 jest dodatnia. Fakt, ze jej sktadniki a?

i 36 sg dodatnie jest oczywisty, nieco trudniej zauwazyc, ze sktadnik —20a, tez jest wtedy

dodatni.

Przyktad 50R.
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Egzamin maturalny — matematyka. Wnioski i rekomendacje

WNIOSKI | REKOMENDACJE

PoOziOM PODSTAWOWY

1. Analiza wynikbw egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie podstawowym
pozwala stwierdzi¢, ze najtatwiejsze dla maturzystéw byty jednoetapowe zadania
zamkniete lub zadania z lukg, w rozwigzaniu ktérych nalezato zastosowac definicje,
podstawowg witasnosc¢ obiektu matematycznego lub znany algorytm (1i Il obszar
wymagan ogolnych).

2. Zadania otwarte, w ktorych nalezy zbudowa¢ model matematyczny lub zaplanowac
kilkuetapowg strategie rozwigzania (1l i IV obszar wymagan ogdlnych) stanowig dla
zdajacych — podobnie jak w latach poprzednich — trudne wyzwanie.

3. Najwieksze trudnoéci (poziom wykonania 30%) sprawito zdajgcym otwarte zadanie
tekstowe, wymagajgce interpretacji danych okreslonych w tresci zadania,

Zz uwzglednieniem zaleznos$ci procentowych, oraz wykorzystania uktadu réwnan
z dwiema niewiadomymi do obliczenia szukanej wartosci.

4. Najczestsze przyczyny niepowodzen zdajgcych na egzaminie maturalnym z matematyki

to:

e staba sprawnos¢ rachunkowa

e staba znajomos¢ praw oraz wtasnosci dziatan w zbiorze liczb rzeczywistych

e nieuwaga skutkujgca popetnianiem btedéw w obliczeniach lub w przeksztatceniach
algebraicznych

o brak refleksji nad sensownoscig otrzymanego wyniku liczbowego

o brak umiejetnosci czytania ze zrozumieniem nieskomplikowanego tekstu
matematycznego i poprawnej interpretaciji tresci zadania

e brak umiejetnosci planowania strategii rozwigzania, ktora fgczy w logiczng
i uporzgdkowang catos$¢ kilka umiejetnosci.

5. Wskazane, by w procesie nauczaniu matematyki zwrdci¢ uwage na ksztatcenie
nastepujgcych umiejetnosci:

e starannego i sprawnego wykonywania przeksztatcen i obliczen

e czytania ze zrozumieniem, analizy i poprawnej interpretacji tresci zadan

e rozwigzywania zadan roznymi sposobami w celu pokazania mozliwosci stosowania
roznych strategii rozwigzania danego problemu matematycznego oraz weryfikacji
poprawnosci i realnosci otrzymanego wyniku.

P0OzIOM ROZSZERZONY

1. W tegorocznym egzamin na poziomie rozszerzonym nie byto zadan bardzo tatwych.
Jedno z zadan okazato sie fatwe, natomiast trzy zadania okazaty sie bardzo trudne.

2. Najlepiej maturzysci poradzili sobie z zadaniem sprawdzajgcym umiejetnosc
zastosowania funkcji wyktadniczej w zagadnieniu o kontekscie praktycznym.

3. Zadania, z ktérymi maturzysci poradzili sobie stosunkowo tatwo, to zadania, ktérych
rozwigzanie sprowadzato sie do zrealizowania znanej strategii, czy tez zastosowania
rutynowego algorytmu.
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Najtrudniejszym zadaniem okazato sie zadanie badajgce umiejetnos¢ obliczenia
prawdopodobienstwa warunkowego w stosunkowo prostym doswiadczeniu losowym.
Wyniki egzaminu jednoznacznie wskazujg na stabe opanowanie umiejetnosci z zakresu
geometrii. Dotyczy to w rownym stopniu planimetrii, stereometrii, jak i geometrii
analityczne;j.

Na wynik egzaminu z matematyki na poziomie rozszerzonym znaczgco wptywa brak
szeroko rozumianej sprawnosci rachunkowej — problemy z poprawnym wykonywaniem
obliczeh na liczbach (w tym na pierwiastkach) oraz na wyrazeniach algebraicznych,

a takze brak umiejetnosci krytycznej oceny otrzymywanych rezultatow tych obliczen.
Podczas lekcji nalezy pokazywac réznorodne sposoby rozwigzywania tego samego
zadania, zwracajgc uwage na zalety i niedogodnosci kazdego z nich. Nalezy tez zwracaé
uwage na poprawny zapis rozwigzan zadan, w tym na przejrzystos¢ zapisu rozwigzania,
poprawnos¢ stosowanej symboliki, zachowanie logicznego toku rozwigzania.

Niepokdj budzi odsetek zdajgcych, ktérzy nie uzyskali zadnego punktu z tego egzaminu.
Moze to swiadczy¢ o nieprzemyslanym wyborze matematyki jako przedmiotu
dodatkowego.
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